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Abstrak

Penjelasan mengenai ruang norm telah banyak dikaji oleh para
matematikawan. Baik kajian dalam ruang norm, ruang norm-2, dan ruang
norm-n. Kajian tentang ortogonalitas dalam ruang norm diilhami oleh
Ruang hasil kali dalam. Definisi ortogonalitas dalam ruang norm juga
telah banyak dikembangkan oleh para matematikawan. Pada paper ini,
dengan menggunakan aspek ortogonalitas dijelaskan bahwa jika
terdefinisi suatu ruang norm-n maka ruang norm-(n-1) terdefinisi dengan
n > 2. Berikutnya dikaji konvergensi barisan ruang norm-(n-1).

Kata kunci: Ortogonalitas, Ruang horm-n, Ruang norm-(n-1)

Abstract

A description of the space norm has been widely studied by
mathematicians. Both studies within the norm, a norm-2, and a norm-n.
Studies on orthogonality in space norm is inspired by the inner product
space. The definition of orthogonality in space norm also been developed
by mathematicians. In this paper, by using the orthogonality aspects
explained that when defining a space of norm-n the space norm-(n-1)
defined by n > 2. Next examined convergence sequence space norm-(n-1).

Keywords: Orthogonality, norm-n Space, Space norm-(n-1).

1. Pendahuluan

Penjelasan mengenai ruang norm telah banyak dikaji oleh para
matematikawan. Baik kajian dalam ruang norm, ruang norm-2, dan ruang norm-n.
Kajian tentang ortogonalitas dalam ruang norm diilnami oleh Ruang hasil kali
dalam. Definisi ortogonalitas dalam ruang norm juga telah banyak dikembangkan
oleh para matematikawan. Beberapa definisi ortogonalitas yang dikutip dari
Kikianty (2008) diantaranya adalah Definisi Ortogonalitas Pythagoras, Isosceles

dan Birkhoff-James. Misal (x||||) adalah ruang norm-n dengan dimensi
(n+ 1) atau lebih.
1. Pythagoras-ortogonalitas: x  dikatakan P-ortogonal terhadap y

(dinotasikan dengan x L, y) jika dan hanya jika ada subruang V di X dengan
codim(V) = 1 sedemikian hingga
2 2 2
[x+yXg e X = XXy X | Y X X5 WX X €V
2. lIsosceles-ortogonalitas: X dikatakan I-ortogonal terhadap vy
(dinotasikan dengan x L, y) jika dan hanya jika ada subruang V di X dengan
codim(V) = 1 sedemikian hingga

Y R Y e
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3. Birkhoff-James-ortogonalitas: x dikatakan BJ-ortogonal terhadap vy
(dinotasikan dengan x Lg; Yy) jika dan hanya jika ada subruang V di X dengan
codim(V) = 1 sedemikian hingga

X+ 0y, Xy, -+ X || = X, X0+, X, || 3 9%+, €V dan e eR.

Misal (X,(,
maka x adalah G-ortogonal terhadap y (dinotasikan denganx lg y) jika dan
hanya jika ada subruang V di X dengan codim(V) = 1 sedemikian hingga
<x,y|x2,---,xn> =0, VX,,--,X, €V . (Gunawan, 2006)

Pada paper ini, dengan menggunakan aspek ortogonalitas akan
dijelaskan bahwa jika terdefinisi suatu ruang norm-n maka harus terdefinisi

terlebih dahulu ruang norm-(n-1) dengan n > 2. Berikutnya akan dikaji
konvergensi barisan dan lengkap pada ruang norm-n dan ruang norm-(n-1).

>) adalah ruang hasil kali dalam-n. untuk setiap x,y € X ,

2. Pembahasan
2.1 Ruang Norm-n
Definisi 2.1a Misal X adalah ruang linear real dengan dim X >n dan suatu

fungsi |,-: X" > R, maka (X, ) disebut ruang norm-n linear jika
(NN-1) |
(NN-2) [|x -+, %, || = ij

(N 3) fla - %, | =l - %,

X,-+X,|=0 jika dan hanya jika x,,---,x, bergantung linier;
L% || untuk setiap permutasi (j, -+, j, )dari (L,---,n);
(NN-4) [X+Y,%, %, <
Fungsi disebut norm-n pada X. (Chu, dkk, 2008)
Definisi 2.1b Misal (X |-/
atau lebih, maka
1. Pythagoras-ortogonalitas:
x dikatakan P-ortogonal terhadap y (dinotasikan dengan x L, y) jika dan
hanya jika ada subruang V di X dengan codim(V) = 1 sedemikian hingga

2 2
= Y XX [Ty WXy X €V

XX oo X |+

VXX VaeR dan xy,x, X, €X.

n

) adalah ruang norm-n dengan dimensi (n + 1)

X4y X, \2+

2. lIsosceles-ortogonalitas:
x dikatakan I-ortogonal terhadap y (dinotasikan dengan x 1, y) jika dan
hanya jika ada subruang V di X dengan codim(V) = 1 sedemikian hingga

Dty e = =y [ ¥ X, €V
3. Birkhoff-James-ortogonalitas:

x dikatakan BJ-ortogonal terhadap y (dinotasikan dengan x 1g;y) jika dan
hanya jika ada subruang V di X dengan codim(V) = 1 sedemikian hingga

X+, %, X | =] X X |, W%, €V dan @ eR.(Chu, dkk,

2008)
Definisi 2.1c Misal (X<
n+1 atau lebih. Untuk X,y e X, maka x adalah G-ortogonalitas
terhadap y (dinotasikan dengan x L Y) jika dan hanya jika ada suatu subruang V

X, Xp e, X

n

>) adalah ruang hasil kali dalam-n. berdimensi
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di X dengan codim(V) = 1 sedemikian hingga (x,y|x,-,x,)=0, untuk setiap
X,, -, X, €V . (Gunawan, 2006)

2.2 Ortogonalitas di Ruang Norm-n dan Ruang Norm-(n-1)

Pada bagian ini akan dijelaskan bahwa dengan n > 2 jika suatu ruang norm-n
terdefinisi maka ruang norm-(n-1) terdefinisi dengan meninjau dari aspek
ortogonalitas Pythagoras, Isosceles, Birkhoff-James, dan Gunawan. maksudnya
jika terdefinisi x dan y ortogonal di norm-n maka x dan y ortogonal di norm-
(n-1) terdefinisi.

Teorema 2.2 Jika x dan y ortogonal di norm-n maka ortogonal di norm-(n-
1), dengan x dan y ortogonal terhadap Vx,,--,x, dan n>2 .

Bukti:

Diketahui :

% xdany ortogonal di norm-n artinya
1. Ortogonalitas Pythagoras:

X+ %%, X \2+ VXX [y WX, #0.
2. Ortogonalltas_ Isosceles:

X+ Y, X e X = K= Y%y o % Wy X, 20,
3. Ortogonalitas_ Birkhoff-James:

X+ X%, | 2 XX+ x| P, % %0 dan Ve eR.

4. Ortogonalitas_ Gunawan:
<x,y|x2, - n> 0, VX, X #0.
s X dan vy ortogonal terhadap V%, oo, X
(¥, X,[X;,+++,X,) =0 maka berakibat (X+Y,X, [X,-+-,X,)=0 dan (x=y,%, |¥;-,

Akan ditunjukkan x dan y ortogonal di norm-1 artinya:
1. Ortogonalitas_ Pythagoras:

2. Ortogonalitas_ Isosceles:
X4y, Xg 0 X | =X = Y X X W%, £ 0.

3. Ortogonalitas_ Birkhoff-James:
X+ 0y, %, X oy Xl

4. Ortogonalitas_ Gunawan:
<x,y|x2, X 1> 0, ¥, X, #0.

artinya <x,x

X%, ) =0 dan
X,)=0.

n

" n

2

, X, 20,

X 20 danVa eR.

1. Diketahui
[x+y,%, %, ~,an2+ o X [ WX #0.
Akan dibuktikan bahwa
X+ Y% e %, o Xy [y %, L #20.
Hx-l'y’XZ"”'Xn “"Xn‘ yxz,...’ n‘z
X+ Y% X X, \2— XX e XX \2

Dari (Gunawan, 2006) diperoleh
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1
4Q(X+Y)+<X+y)vle"'vxn1’Xn2_(X+Y)_(X+y)’X2""’Xn1'Xn2):
1

Hernt ot -

1
Zmyw,xz,---,xnuz—||y—y,xz,---,xn||2)

Karena x dan y ortogonal terhadap Vx,, X,

1
oot Pl -

1 21 2 2 12
SRR A

1
syt T -y, )

S R A (o [

. Diketahui

Hx+y,x2,---,an2=Hx—y,x2,---,an2, £0.
Akan dibuktikan bahwa

X+ Y0, X = K= Y X X P X, 20

VX X

n

A ] S IR
Dari (Gunawan, 2006) diperoleh

1
4Q(X+y)+(X+Y)1X2 n1 nH HX‘I‘Y X+y XZ Xn1 nH)

1
R A S

Karena x dan y ortogonal terhadap Vx,, -, x
z)_

bt og-osbe - el

n

1

b e

|

4
2 2

[y X X | = )=y g e X

Xy X0 X =[x = Yo X X

. Diketahui

X+ ey, %, X[ =% X X W%, 20 danVa eR.
Akan dibuktikan bahwa

X+, Xp,re X 2 X, X0 %, o] W%, 20 dan Ve €R.

b a2 ot

Dari (Gunawan, 2006) diperoleh

zltﬂ(X+ay)+(X+ay),x k[ [+ ay) = (X @y) X e XX )
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1n-11"n

10 2 2)
Z\x+x,x2,--- Xy X = X=X e X X

[ X+ ety %0 X 2 X X0 %
4. Diketahui
%+ ay, X, Xo|* 2 X X0 X s e X
Akan dibuktikan bahwa
(X, Y[Xg e Xy ) =0, Wy %, #0.

(X, Y|Xp, %, ) =0
Dari (Gunawan, 2006) diperoleh

#0.

1 1
4QX+y,x2,---,xn2 —x—y,xz,---,xn2):O4QX+y,x2,---,xn1,xn2 —Hx—y,xz,---,xnfl,anz):O

1

1
eyt ey -0

<X, y|X2""' Xn—1> =0

Jadi dapat dikatakan apabila terdefinisi suatu norm-n maka norm-(n-1)
terdefinisi.
2.3 Konvergensi Barisan di Ruang Norm-n dan Ruang Norm-(n-1)

Selanjutnya akan dikaji kriteria konvergensi barisan di ruang norm-n
sebagaimana definisi berikut

Definisi 2.3a Misal (X,[,---;]) ruang norm-n, suatu barisanx(m) di X
dikatakan konvergen ke xeX jika lim|x(m)—x,x,, -+, X,[=0, ¥, x, € X.
Dalam hal ini dapat ditulis lim x(m)=x dan x disebut limit barisan x(m).

(Gunawan, 2000)
Dari definisi konvergensi barisan di ruang norm-n dapat dikembangkan
suatu teorema sebagai berikut

Teorema 2.3b Misal (X,[--,|) adalah ruang norm-n. X berdimensi d,
dimana 2<d<w. Misal {e,.e,, e} basis dari X . Barisanx(m) di X adalah
konvergen ke xeX jika dan hanya jika Iim“x(m)—x,ei,---,ej“:O,

Vi, j=12,--,d.(Gunawan, 2000)
Bukti :
=)

Diketahui barisan x(m) di X adalah konvergen ke x € X , artinya lim x(m) = x

m—oo

Atau menurut definisi konvergensi barisan dalam norm-
nlim|x(m)—x,%, -+, %, =0, VX, -, X, € X
Akan ditunjukkan bahwa lim|x(m)-x.e, ---.e;[=0, Vi, j=12,,d

n—o0

e Untuk i = J, maka sesuai dengan definisi barisan konvergen dalam norm-n
diperoleh
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X, =€, ,--,dan x, =g, —>rLiLrl||x(m)—x,e1,---,el||:O
X, =€, -, dan x_ =e, —>rLiLrl||x(m)—x,e2,---,e2||:O
X, =e, ,--,dan x =e, —>rLigl||x(m)—x,ed,-~,ed||=O

Sehingga Lm“x(m)_x'ei ey =0, Vi j=12,.d.

e Untuk 1= j, maka sesuai dengan definisi barisan konvergen dalam norm-n
diperoleh

X, =€ ,,dan x =e, —>rLiLTJO||X(m)—X:el""’ez||:0
X, =€ ,--,dan x =e, —>rLiLT30||X(m)—X'ell""es||:O
X, =8 o, dan x, =g, — lim|x(m)-x.e,, e =0
X, =€, ,--,dan x =¢e —>l!]iLTC]O||X(m)—X’ed""'el||:0
X, = €,

m—o0

cadan x, =e, —> lim|x(m)-x,e,,:,6,[ =0

X, =€, -, dan x, =e, —>rlniirl||x(m)—x,ed,...,ed_1||=0

Sehingga lim||x_ —x,ei,--~,ej“=0, Vi, j=12,.d.

(<)

Diketahui e, ¢, ¢, } basis dari X dan lim

n—ow

Akan ditunjukkan bahwa barisanx(m) di X konvergen ke xe X atau
ILiirlonx(m)—x,x2,~--,xn|| =0, VX, , X, € X

VX, o, X, € X dapat  ditulis X, =@,8, +@,8, ++ a8, e+, dan
X, =6 +a,,e,+-+a,€, dimana o, eR, k=2,---,n, dengan sifat norm
(nN 1) dan kombinasi linear, diperoleh

0 < []x(m)=x,%, ,++,%,|

x(m)-x.e, ,‘--,ej“:O =120

=[x(M) = X, 0,08, + @, + A8y,
e OBy F Uy ot gy
< ety et [X(M) = X,81 - 8|+ etas] -+ |eta] [X(M) = X,8, - 8, +
"'+|a2d|"'|and| ||x(m)—x,ed 8y ”

=_iﬂa2i|---

i,j=1

x(m)—x,e, ,~--,ejH)

0 < Iim [x(m)=x, %+, x|

m-o
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Sehingga lim|x(m)-x,x,,+,X,[=0, ¥x,,-,x, € X, dengan Kata lain barisan
m—oo

x(m) konvergen ke x.
Jadi terbukti bahwa barisan x(m) di X adalah konvergen ke x e X jika dan hanya
X(m)-x.e,+.e,]=0, Vi,j=12,--d.

Selanjutnya akan dikaji bahwa apakah jika barisan pada ruang norm-n
konvergen maka barisan pada ruang norm-(n-1) juga konvergen.

Teorema 2.3c Misal (X,|--;|) adalah ruang norm-n. X berdimensi d,

dimana 2<d <. Misal {e, e, ,--.e, }basis dari X . Jika barisan di ruang norm-n

konvergen maka barisan di ruang norm-(n-1) konvergen.
Bukti :
Diketahui barisan pada ruang norm-n konvergen, artinya

lim [x(m)=%,%,,++,%,[ =0, ¥, -+, X, € X
Mm—o0

jika lim

Akan ditunjukkan barisan pada ruang norm-(n-1) konvergen, artinya
lim x(m)—x,xz,---,x(nfl) =0, V%, X(p) € X

m—o0!

Dari (Gunawan, 2000) diperoleh
0 < [[X(M)=X, X, X(o 1) %,

< Hx(m)—x,xz,---,x(nfl)u 1%, 5 [X] =0
< ) x5 ]

0 < lim x(m)=%,%, -, X, |

m—o

Diketahui e, &, ¢, } basis dari X dan

lim x(m)—x,ei,---,ej“ZO, Vi j=12,-d.

n—o0

VX, Xy € X dapat  ditulis X, =a,8; +a,,8, ++ayy e+, dan

(1) = Q(nans T Q€ + o+ 00 dimana o; eR, k=2,---,(n—-1),

0< lim [x(m) =X, X; -+ X(o )|

m—o

= limx(m)— X, 00,18, + 0,8, +++++ Ay,

m—o0

A€ + A€ T Xy eHd

<letyy-- a(n_l)lmx(m)— X,8,, 8 [+
|0522|"' A1) ‘||x(m)— X,€5,718 " +
oo gty [PK() = X, -+ 4

=i_q“2i|'”

i,j=1

oy [X(M) = X8, - H)
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0 < lim

m—o

< lim Zﬂa2,| .-‘a(n_l)jmx(m)—x,ei,.--,ejH); vneN

n—>oo

—Z(Jaz.l'\ (n-1)] ‘)0 0

i,j=1

x(m)-x,X, ,---,x(n_l)H

Sehingga Iim“x(m)—x,xz,--~,)gn,l)

‘:0, WXy, Xq) € X, dengan kata lain barisan

x(m) konvergen ke x.

Jadi terbukti bahwa jika barisan di ruang norm-n konvergen maka barisan di
ruang norm-(n-1) konvergen.

3. Kesimpulan
Dari hasil penelitian yang dilakukan maka diperoleh kesimpulan sebagai
berikut:

1. Dengan menggunakan aspek ortogonalitas Pythagoras, Isosceles, Birkhoff-
James, dan Gunawan membuktikan bahwa jika terdefinisi suatu ruang
norm-n maka ruang norm-(n-1) terdefinisi dengan n> 2.

2. Terbukti bahwa jika x(m) adalah barisan yang konvergen di ruang norm-n

maka x(m) barisan yang konvergen ruang norm-(n-1).
3. Terbukti bahwa jika ruang norm-n lengkap maka ruang norm-(n-1) lengkap.
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