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Abstrak

Himpunan eigenvalues grafik dari matriks adjacency disebut spectrum
grafik. Spektrum dari suatu graf G dengan simpul n biasanya dinotasikan Sp
(G). Ada juga beberapa cara pembentukan dari dua grafik, grafik baru
dimana set vertexnya adalah produk Cartesian set vertex mereka. Dalam
tulisan ini kita mempelajari spektrum produk Cartesian dua graf sederhana.
Memanfaatkan teorema tentang spektrum produk Cartesian dua grafik
sederhana, kami membuktikan bahwa :

1. Spektrum grafik tangga adalah

kz kz
Sp(L, )=]1+2 —|,-1+2 —
p(L,) {-{' COS[(n+1)J + Co{(n+1)ﬂ
2. Spektrum grafik buku

Sp(P,xKy, ) =[-1,-1£/n,1++/n 1]
3. Spektrum grafik grid

Sp(P, xP, )= [Z(Co{(n:(fl)]”o{(nl fl)B].

Kata kunci: Spectrum,Matriks Adjacency, Produk Cartesian Grafik

Abstract

The set graph eigenvalues of adjacency matrix is called the graph spectrum.
The spectrum of a graph G with n vertices is usually denoted Sp (G). There
are also several ways the formation of the two graphs, new graphs which are
set vertex is Cartesian product their set vertex. In this paper we study the
spectrum of Cartesian product two simple graphs. Utilizing theorem proves
that:

1. The spectrum chart ladder is:

Span>={“2°°S[<nkTﬂl>J"“2°°{<nkf1>]]

2. Spectrum grafik grid
Sp(P,xKy, ) =[-1-1£/n,1x/n 1]
3. Spectrum grafik grid

Sp(P, P,) [ZH(k_l)j(('_l)B]
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1. Pendahuluan

Teori spectra graf mulai dirintis pada tahun 1950-an dan 1960-an. Salah satu
topik dalam teori spectra graf yang banyak diteliti adalah spectrum. Kajian
tentang spectrum pada monograf telah diperkenalkan oleh Dragos M. Cvetkovi¢,
Michael Doob, dan Horst Sachs dalam karya ilmiahnya yang berjudul Spectra of
Graph pada tahun 1980, kemudian direvisi dan diterbitkan dalam sebuah buku
yang berjudul Recent Results in the Theory of Graph Spectra pada tahun 1988.

Pada umumnya, studi tentang spectrum graf didasari pada nilai eigen dari
representasi matriks terhubung langsung atau Laplacian pada graf yang memiliki
sifat-sifat matematika yang menarik dan memiliki pola tertentu. Studi tentang
aplikasinya juga telah dilakukan, diantaranya, penerapan polinomial karakteristik
graf pada indeks topologi Zg untuk identifikasi struktur molekul pada ikatan kimia
dan aplikasi spectrum Laplacian graf pada segmentasi gambar.

Dari hasil kajian literatur, spectrum graf yang telah teliti meliputi graf

komplit (K, ), graf komplit bipartisi (Km,n) (Cvetkovié, 1973:51), graf sikel
(C,). graf lintasan (P,)(Cvetkovi¢ dan Gutman, 1975:40), graf triangular
(L(Kn)), dan graf Lattice (L(Km’m),m > 2). Pada paper ini akan dikaji spectrum
jenis-jenis graf hasilkali kartesius, yaitu graf tangga (P, xP,), graf jaring-jaring
(P, xP,), dan graf buku (P, xK,).

2. Kajian Teori
Misalkan  diberikan suatu graf G  dengan  himpunan titik

V(G)={V,V,,....V, }, himpunan sisi E(G) dan derajat dari titik v, dinotasikan
dengan d, , A(G) dikatakan sebagai matrik terhubung nxn dari graf G apabila
elemennya terdiri dari a; =1 jika v; dan v, terhubung, O untuk yang lainya

(Frank Harary, 1969:150). Suatu vektor tak nol x pada R" disebut vektor eigen
dari A(G) jika Ax adalah suatu kelipatan skalar dari x; yakni, Ax = Ax untuk

skalar sebarang 4. Skalar A disebut nilai eigen dari A(G), dan x disebut sebagai
vektor eigen dari A(G). Karena vektor-vektor tersebut merupakan vektor taknol

dan bebas linier, maka vektor-vektor ini akan membentuk sebuah basis untuk
ruang eigen yang terkait dengan A. Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah
matriks nxn, kita menuliskan kembali Ax =Ax sebagai Ax =Alx yang
ekuivalen dengan

(I12-A)x=0 2.1)

Agar A menjadi nilai eigen, harus terdapat satu solusi taknol dari persamaan
(1). Persamaan (1) akan memiliki solusi taknol jika dan hanya jika
det(IA-A)x =0 22)

Persamaan (2) disebut persamaan polinomial karakteristik dari matriks
A(G), skalar-skalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai-nilai eigen dari

A(G). (Anton dan Rorres, 2004:384-389).
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Definisi 2.1
Misalkan f, (1) =det(11—A(G)) adalah polinomial karakteristik —dari

matriks terhubung langsung graf G, maka spectrum dari graf G dengan n titik
yang dinotasikan dengan Sp(G) adalah Sp(G)=[4,4,,...4] dimana A
merupakan akar-akar dari f,(4)=0. (4 adalah nilai-nilai eigen dari matriks
A(G)). (Cvetkovi¢ dan Doob, 1980:22).

Definisi 2.2
Graf tangga (Ln) adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara graf

lintasan dengan dua titik dan graf lintasan dengan n titik atau dapat ditulis
L, =P, xP,. (Gallian, 2007:14).
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Gambar 2.1 Graf Tangga (L, ) Gambar 2.2 Graf Jaring-Jaring

Definisi 2.5
Graf jaring—jaring adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara
graf lintasan dengan m titik dan graf lintasan dengan n titik atau dapat ditulis

(P, xP,). (Bondy dan Murty, 2008:30).
Definisi 2.6

Graf buku adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara graf
lintasan dengan 2 titik dan graf bipartisi komplit dengan banyaknya himpunan

partisi [X| = 1 dan |Y| = n atau dapat ditulis (P, xK, ).

Gambar 2.3 Graf Buku
Teorema 2.8
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Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan himpunan titik—titik
V (G)={u,u,,...u,} dan V (H)={v,v,,...v,}. A(G) dan A(H)
berturut-turut adalah matriks terhubung langsung dari graf G dan H. | (G) dan

I(H) adalah matriks identitas dengan ukuran mxm dan nxn, maka
matriks terhubung langsung dari hasilkali kartesius graf G dan H adalah
A(Gx H): A(H)@ | (G)+ | (H)®A(G).
Teorema 2.9
Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan Sp(G)=[&.&,,....&, ] dan

Sp(H)=[t4, 4+ 44, ], maka spectrum matriks terhubung langsung dari
hasilkali kartesius graf G dan H adalah
Sp(GxH)=[&+p1<ismils<j<n]
Bukti.
Diketahui bahwa A(GxH)=A(H)®I_ . +1., ®A(G), akan ditunjukkan

bahwa A(H)®I,,, +1,., ® A(G) serupa dengan J,,) @1, + 1., ®J, ),

dimana J,; =P~A(G)P dan J,,, =Q"A(H)Q adalah matriks diagonal dari

matriks A(G) dan A(H) maka Sp(G x H):[gﬁ +p,1<i<ml<j< nJ.

Misalkan 1., =(P*IP) dan 1, =(Q*IQ), sehingga

oty @l + 1o ® ) = (Q’lA(H )Q)®(P*1|P)+(Q*HQ)@(P*A(G)P)
=(Q*®P*)(A(H)®1)(Q®P)+(Q ®P*)(1®A(H))(Q®P)
=(Q*®P)[(A(H)@1)+(I®A(H))|(Q®P)

Ity @l + 1 ® 3,6, =(Q@P) " [(A(H)®1)+(1® A(H)) [(Q®P)

Yang berarti bahwa matriks J,, ®1 . +1,,®J merupakan

AG)’
matriks diagonal yang diperoleh dengan cara mendiagonalisasikan matriks
AH)® 1. +1,, ®A(G).

4 0 - 0 £ 0 -« 0
Karena I = 0 “2 0 danj, = . 52 -. : , maka diperoleh
0 - 0 g 0 - 0 ¢&
) Olnm) o 0l
Ia) Blmen + o ®Jy6) = O(ITxm) #2(-I.mxm) 0(IE ) i
0mm) = Olnm) 4 (Ton)

mnxmn
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(1)‘JA(G) (O)‘JA(G) (O)JA(G)
(aey Wney :
: ' 0)J )
(0)36) (0ae) Wae) )0
w+& 0 0
) @ b + o ® 3,6 = 0 ”Z.Té 0
0 0 u+¢§

mnxmn

Persamaan karakteristik dari matriks (J ar) @ lin + 1o ®J A(G)) adalah

(H)

‘Il—(JA(H)(@Ime o ®JA(G))‘:0
(A =(&+m)) (% =(& + 1)) (Amn = (& +1)) =0
Sp(GxH)=[& +u 1<i<mi<j<n].

(Gago, 2008:31)

3. Hasil dan Pembahasan

Teorema 3.1
Misal L, =(P, xP,) adalah graf tangga dengan ne N, maka spectrum matriks

terhubung langsung dari graf tangga (Ln) adalah

k k
Sp(|-n)={1+ 2cos[(nf1)],—1+ ZCO{(nfl)H, untuk k =1,2,3, ..., n.

Bukti.

Diketahui bahwa Sp(P,)=[1-1], Sp(P”:{Zcos(ﬁﬂ, Jue) =((1) _OJ

Misalkan matriks diagonal yang diperoleh dari matriks terhubung langsung graf

7 0 o 0

. _ 0 7 . .

lintasan (P, ) adalah 3, =| . © , maka
0 - 0
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10 10 10
7101 O01 001 77 00 - - 0
o0 10) . : 8 21 o 00
0o 1) ?lo 1) ' , %
Iy @1(P) = Lo | 0 . 7
0(0 J 0
00 . . 0 y
0(1 Oj 0 yn(l Oj 0 0 - - 0 0 7
01 01
[T 0] ot 0 NE
0 -1 0 1 o 1) (1 0 0
ofL O) 41 0 . _01 0
01 0 -1
ey @I (R) = Lo T -1
0(0 J 0
0 0 0 0
10 10
0 0 1 0 -1
01 0 -1
sehingga diperoleh
n+l 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
0 0 y+1 . .
Jue) ©1(R)+ 1, ®I(R)=| 0 Loyl : :
: : . . 0 0
0 0 . . 0 y+1 0
0 0 e 0 0 -1

Persamaan karakteristik dari matriks (JA(PH) Ql, +1,,® JA(PZ)) adalah
‘I A _(‘]A(Pn) S P ®JA(P2))‘ =0

(Al _(7/1 +1))(}'2 _(7/1 _1))"'(/12n—1_(7/i "‘1))(/12,1 —(jfi —1))=O
sp(L,)=[r +Ly -11<i <n].

Jadi Sp(Ln)zl:ZCOS[ kz ]+1,2c:os( kz ]—1},untukk:1,2,3,...,n.

(n+1) (n+1)
Teorema 3.2
Spectrum matriks terhubung langsung dari graf buku (P2 xK,, ) dengan
ne N adalah
Sp(P, xK,, ) =[-L-1£n,1=n.1].
Bukti.
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+Jn 0 0
. - 0 0 .
Misalkan J,, = cdanJ (K, )=| - sehingga
0 0 (n+1)x(n+1)
0 0 10 0 -1 0 0 00 0
1 01 : 1
- 0 : 0 0 : 0
D, ®1(Ke,) - 0 - 0 1 0 - 0 1| |0 0 -10 - 00
AR) /o 0 0 10 -0\ |00 0 1 0
1 0o 1 " : 0 0 0
0] . 1. . . ..
Do 0 :
0 0 1 0 - 01 0 0 0 - 01
+n 0 0) (+fn 0 - 0)] (+/n 0 . 0 O -0
/0 0 0 .0 0 0 0 .0 K
oo . 0
o, ©3(K0) 0 0 0 - 0 0 00 0 00
NN L 0 e 0) [+ 0 e 0 0 0 +fn 0 - 0
: 0 0 0 "
: .0 : .o S -
0 - 0 0 0 - 00 0 - 00 0 0 0
kemudian diperoleh J,, ®1(K,,)+1,,, ®J(K,,) adalah
-1+Jn 0 0 0 0 0
0 -1 0 0
0 0
0 0 -1 0 - 00
0 1+Jn 0 0
0
: .0 0

(2n+2)x(2n+2)

Persamaan karakteristik dari matriks J,, ®1(K,,)+1,, ®J(K,,) adalah
‘I A= (Iao) @ Loz +1 ®JA(P2))‘ -0

(A= (-2£V)) (2= (-0)- (A= (D)2~ (2£:¥0))(2-1)...(2-1) =0

Sp (P, xK,, )=[-L-1£+/n,1xn 1]

Teorema 3.3
Spectrum matriks terhubung langsung dari graf jaring-jaring (Pm X Pn) dengan

m,n € N adalah
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Sp(P, xP,) Z[Z(COS((r:Zl)]NOS[(nlfl)D]'

untuk k=1,2,3,...,ndan1=1,2,3, ..., m.
Bukti.

Dari penelitian sebelumnya diketahui bahwa Sp(P,)=|2cos |z untuk
" (m+1)

| = 1,2,3, ..., m dan Sp(P,)=|2cos kz untuk k = 1,2,3, ..., n maka
" (n+1)

berdasarkan teorema 2.9 diperoleh

Sp<pmxpn):[zcos((;%l)}zw{(r;_jl)j],

untuk k=1,2,3,...,ndan1=1,2,3, ..., m.

4. Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan diatas, dapat disimpulkan bahwa:

1. Misal L, =(P,xP,) adalah graf tangga dengan ne N, maka bentuk umum
spectrum graf tangga (L, ) adalah

kz kz
Sp(Ly)= {1+ Zcos(mj,—l+ 2cos(mﬂ ,untuk k= 1,23, ..., n.

2. Bentuk umum spectrum graf jaring-jaring (P, x P, ) dengan m,ne N adalah

ol o )

untuk k=123, ....,ndan1=1,2,3, ..., m.
3. Bentuk umum spectrum graf buku (P2 x Ky, ) dengan ne N adalah

Sp(P, xK,, ) =[-L-1=n,1=n.1].
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