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Abstrak

Aljabar maks-plus tersimetri merupakan perluasan dari aljabar maks-
plus. Karena matriks atas aljabar maks-plus tersimetri dapat
didefinisikan determinan maka persamaan Kkarakteristiknya dapat
diformulasikan sebagai sistem persamaan polinomial multivariabel
aljabar maks-plus. Diperlukan suatu langkah menentukan nilai eigen
dengan menggunakan alat yang disebut Masalah Linear Komplementer
Diperluas (Extended Linear Complementarity Problem atau ELCP).
Dalam tulisan ini, dipaparkan penggunaan ELCP dalam menentukan
nilai eigen matriks atas aljabar maks-plus tersimetri. Penggunaan ELCP
dilakukan dengan langkah-langkah yaitu mengubah persamaan
karakteristik yang diperoleh dari suatu matriks ke bentuk sistem
kesetimbangan linear. Selanjutnya, akar persamaan karakteristik yang
diperoleh merupakan penyelesaian dari sistem kesetimbangan linear
yang merupakan nilai eigen dari matriks tersebut. Akibatnya, diperoleh
representasi nilai eigen matriks atas aljabar maks-plus tersimetri
dengan ELCP.

Kata kunci: aljabar maks-plus tersimetri, nilai eigen, ELCP

Abstract
The Symmetrized Max-Plus Algebra is an extension of max-plus
algebra. Because the matrix over the symmetrized max-plus algebra
can be defined as a determinant, characteristic equations can be
formulated as a max-plus algebra polynomial equation system. Steps
are needed to determine the eigenvalue by using a tool called the
Extended Linear Complementarity Problem (ELCP). In this paper, we
explain the use of ELCP in determining the matrix eigenvalues over the
symmetrized max-plus algebra. The use of ELCP is done by the steps of
changing the characteristic equation obtained from the matrix to form
a linear balanced system. Next, the root of the characteristic equation
obtained is the solution of the linear balanced system which is the
eigenvalue of the matrix. As a result, we get a representation of the
matrix eigenvalue over the symmetrized max-plus algebra with ELCP.

Keywords: the symmetrized max-plus algebra, eigenvalue, ELCP
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PENDAHULUAN
Latar Belakang Masalah

Aljabar maks-plus adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari himpunan
R, = R U {e}dengan ¢ := -0, dilengkapi operasi biner @ dan ® yang didefinisikan
sebagai a @ b:= max (a,b) dan a ® b:= a +b. untuk setiap a, b € R, (De Schutter,
2001 dan Farlow, 2009). Aljabar maks-plus merupakan salah satu contoh struktur
aljabar semiring. Lebih lanjut lagi, Farlow (2009) dan Olsder & Woude (2005)
menyatakan bahwa setiap elemen di dalam aljabar maks-plus yang bukan ¢ tidak
mempunyai invers terhadap ©. Dengan kata lain, jika a € R, maka tidak ada b €
R, sehinggaa ® b= b @ a = ¢, kecuali jika a = .

Hal tersebut merupakan salah satu alasan aljabar maks-plus dikembangkan
menjadi himpunan yang lebih luas yang disebut aljabar maks-plus tersimetri (the
symmetrized max-plus algebra), yang dinotasikan dengan (S,®,&) (Ariyanti et al,
2015, De Schutter, 1996, Singh et al, 2008, dan Poplin, 2000).

Untuk menentukan nilai eigen suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri,
tidak sesederhana seperti menentukan nilai eigen aljabar konvensional. Karena
untuk matriks atas aljabar maks-plus tersimetri dapat didefinisikan determinan,
maka terlebih dahulu dibentuk membentuk persamaan karakteristik dari matriks
atas aljabar maks-plus tersimetri. Persamaan karakteristik yang diperoleh, dapat
dibawa ke sistem kesetimbangan linear yang selanjutnya dapat diformulasikan
sebagai sistem persamaan dan pertidaksamaan polinomial multivariabel aljabar
maks.

Untuk menentukan penyelesaian sistem persamaan dan pertidaksamaan
polinomial multivariabel aljabar maks dapat menggunakan operasi-operasi seperti
dalam aljabar konvensional melalui alat matematika yang dikenal dengan masalah
linear komplementer diperluas (Extended Linear Complementarity Problem) atau
ELCP (De Schutter & De Moor, 1997).

Nilai Eigen Matriks atas Aljabar Maks-Plus Tersimetri

Sebelum diberikan definisi nilai eigen, berikut ini diberikan definisi elemen
dan operasi pada aljabar maks-plus tersimetri berdasarkan Ariyanti et al (2015) dan
Singh et al (2008).

Definition 2.1 (Ariyanti et al, 2015) Diberikan himpunan pasangan berurutan
RZ = Re X Re dengan operasi @ dan ® yang didefinisikan sebagai berikut :
xy) © Wz)= xDw,yD2z)

XYy @ Wz)= x Qw Oy ®zxQz Dy Qw) N
Untuk (x,y), (w,z) € R%, dengan operasi @ dan ® pada ruas kanan bersesuaian
dengan maksimum dan penjumlahan yang didefinisikan dalam aljabar maks-plus.
Demikian juga @ dan ® pada ruas kiri yaitu operasi yang bersesuaian dengan @
dan ® seperti yang didefinisikan dalam aljabar maks-plus. Elemen (g,e) adalah
identitas penjumlahan @ dan elemen (e,e) adalah identitas perkalian ® (Singh et al,
2008).

Lemma 2.2 (Singh et al, 2008) Operasi @ dalam R2 bersifat asosiatif, komutatif
dan idempoten, dan elemen nolnya adalah (g, €). Operasi ® bersifat asosiatif,
komutatif dan distributif terhadap @, elemen identitas dari ® adalah (e,e) dan
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elemen nolnya adalah (g,¢) yang juga merupakan elemen penyerap untuk ®.
Struktur (R%, @, ®) disebut aljabar pasangan (the algebra of pairs). m

Selanjutnya, diberikan relasi lain yang dekat dengan relasi setimbang dan
didefinisikan sebagai berikut : untuk u= (x,y), v = (w,2)€ R% . maka

o (e, y)V(w,z)jikax # ydanw # z
(x,y) B (w,2) “ka{ (x,v) = (w,z) sebaliknya

Karena merupakan relasi ekuivalensi, maka dapat dibentuk kelas

ekuivalensi yang dibangun oleh B. Sehingga didefinisikan himpunan faktor S =

2
RS/B dan disebut aljabar maks-plus tersimetri (De Schutter, 1997, Ariyanti et al,

2015).
Jika dihubungkan dengan R¢, maka akan diperoleh himpunan sebagai berikut:

SO = ]R?: himpunan elemen positif maks plus;
$© = R = himpunan elemen negatif maks plus = {O t|t € $® }; dan
$* = Rg= himpunan elemen setimbang = {t*|t € S© }.

Lemma 2.3 (Singh et al, 2008)
1. S® memenuhi sifat semifield
2. SO tidak tertutup terhadap operasi & sehingga bukan merupakan semifield
3. S°isomorfik terhadap R¢ m

De Shutter (1996) mendefinisikan operasi penjumlahan dan pergandaan pada S
sebagai berikut:
(a,b)®(c,d) = (aDc,b®Dd)
. @h®d=(Qcdb®dalddb®c)
untuk (a,b), (c,d) €S.

Berikut ini diberikan definisi nilai eigen suatu matriks atas aljabar maks-
plus tersimetri yang diturunkan dari definisi nilai eigen matriks atas aljabar maks-
plus.

Definisi 2.4 Diberikan A € M,,(S). Skalar A € S disebut nilai eigen dari A jika
terdapat v € M, (S), v tak setimbang dengan ¢,,»; sehingga AQuVA ® v.
Vektor v disebut vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan A. i

Oleh karena dapat didefinisikan determinan suatu matriks atas aljabar maks-
plus tersimetri, maka dapat dibentuk persamaan karakteristik dari matriks tersebut.
Selanjutnya, persamaan karakteristik suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri
diberikan dalam definisi berikut.

Definisi 2.5 Diberikan matriks A € M, (S). Persamaan karakteristik dari A
didefinisikan sebagai det(A & AQE,,)Ve. O

Berikut ini merupakan syarat perlu dan cukup nilai eigen matriks atas aljabar
maks-plus tersimetri.

Teorema 2.6 Diberikan A € M,,(S). Skalar A € S merupakan nilai eigen dari A jika
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dan hanya jika A memenuhi persamaan karakteristik det( A © 1 ®Q E,,)Ve. O

Di dalam definisi berikut, diberikan hubungan antara nilai eigen dan
persamaan karakteristik atas aljabar maks-plus tersimetri.

Definisi 2.7 (De Schutter, 1996) Diberikan matriks A € M, (S). Untuk
det(AQE, © A)Ve berlaku

n
1°"® @ a, 1" Ve
k=1
dengan a;, = (6 0)®k®(p ?deetl‘lq)(p untukk=1, 2, ..., n. O

Masalah Linear Komplementer Diperluas (Extended Linear Complementarity
Problem) atau ELCP

Bentuk permasalahan ELCP berikut (De Schutter & De Moor, 1997) :
Diberikan matriks A € M,,,(R) dan B € M,,,,(R) serta vektor kolom ¢ €
Mpx1(R) dan d € Mgy, (R) . Diberikan juga himpunan ¢; c {1,2, ...,p} dengan
j=1,2,...,m. Akan ditentukan vektor x € M,,;(R) sehingga memenuhi

m

> ai-ai=0 (1)

j=1iegp;

dengan Ax > ¢ 2
Bx=d

Persamaan (1) disebut kondisi komplementer. Himpunan vektor x yang
memenuhi (2) akan menjadi penyelesaian dari masalah tersebut. Bentuk ELCP
dengan kendala (2) dapat diselesaikan dengan mengubah bentuk ELCP (1) dan (2)
menjadi bentuk ELCP homogen. Bentuk umum dari ELCP homogen sebagai
berikut.

Diberikan matriks P € M,,,(R) dan Q € M,,,(R) serta himpunan ¢; c
{1,2,...,p} denganj=1, 2, ..., m Akan ditentukan vektor nontrivial = € M, 5, (R)
sehingga memenuhi

i | [eewi=0 3)

j=1 lEgDJ
dengan P > 0 4)
0% =0

Bentuk ELCP pada (1) dan (2) dapat dibawa ke bentuk ELCP homogen (3)
dan (4) dengan mengambil
__ (X (A - _ -
u_(a)’P_(O]_xn 1 rdanQ_(B —d)
dengan a > 0. Semua vektor u yang memenuhi (4) akan membentuk himpunan
penyelesaian dari permasalahan di atas.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Bentuk umum sistem persamaan dan pertidaksamaan polinomial
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multivariabel dalam aljabar maks-plus sebagai berikut (De Schutter & De Moor,
1997):
Diberikan p, +p, , denganp; + p, € N , bilangan bulat mq,m,, ..., m;, 4, €
NU{0} dan ay;, by, cxij € R, untuk k = 1,2,...,p; + pp,i = 1,2,..,my,dan j =
1,2, ...,n serta akan dicari vektor x € M,,,.; (R) sehingga memenuhi :
my n oo
D a,®@ @ xj® = by, untuk k = 1,2, ...,p; (5)
i=1 j=1
my n i
D a® @ x]® V< buntukk =p,+1L,pi 4 2,00 00 (6)
i=1 j=1

Hubungan Sistem Persamaan dan Pertidaksamaan Polinomial Multivariabel
dalam Maks-Plus dengan ELCP dinyatakan De Schutter & De Moor (1997) seperti
dalam teorema berikut.

Teorema b.1 (De Schutter & De Moor, 1997) Sistem persamaan dan
pertidaksamaan polinomial multivariabel dalam aljabar maks-plus ekuivalen
dengan masalah linier komplementer yang diperluas (ELCP). ]

Dari (5) dan (6) dapat dibentuk matriks

- —d,

—C —d

A= .2 |danc = 2
_CP1+P2 _dp1+p2

dengan (Ck)l] = (Ckij) dan (dk)i = (dki) untuk k=1,2, woD1t pz,i =
1,2,....,mydanj=1,2,..,n
Didefinisikan sebanyak p; himpunan ¢4, @5, ...., ¢, sehingga
(p] = {S] + 1,Sj + 2, ...,Sj + m]}
dengans; =0,j=1,2,..,p; dans;,; =s; + mydenganj =1,2,...,p; — L.
Dengan demikian diperoleh
o1={s1+1,s1+2,...,s1+m}={1,2,..,my}
@, =1{s;+1,5,+2,...,5, + my}
={s;+m;+1,s,+my+2,..,5+my +my,}
={m+1,m+ 2,...,m +my}

Pp, = {Sm + 1,85, +2,...,8p, +mp1}
={my+my+-+my g+ Lm+my+otmy g +2,..,m +
my +--+my 4+ mpl}

Masalah dalam bentuk (5) dan (6) ekuivalen dengan ELCP berikut :
Diberikan A, ¢,dan ¢4, @,, ..., ¢p,. Akan ditentukan x € M,,;(R) sehingga

memenuhi
m

ZH(Af—c-)i —0

j=1 lE(pJ
dengan Ax = ¢
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Jika m;, dalam persamaan (5) sama dengan 1, maka diperoleh :
n

Ay + z CkijXj = by, untuk k =1,2,..,p;
j=1
Jika kedua ruas ditambah dengan —a;,; dan didefinisikan d;;, = b, — a;;, maka
diperoleh Y71 cxjx; = dy. Sehingga diperoleh matriks

€111 Ci112 o C11n X1 dqq

€211 C212 o C21n _ X2 = d
B=| 7 S . lx=|"7 ) dand=| "

Cpj11 Cpy12 = Cpyin Xn dp,1

Dengan kata lain, diperoleh persamaan dalam bentuk matriks Bx = d.
Representasi nilai eigen matriks atas aljabar maks-plus tersimetri dengan
ELCP diberikan dalam contoh berikut.

Contoh b.2

62 1 £
Diberikan matriksA=( 1 ©0 1
£ 0 2
Dalam Definisi 2.7 diberikan representasi persamaan karakteristik dari suatu

matriks atas aljabar maks-plus tersimetri.
Dari matriks A, menggunakan Definisi 2.7 diperoleh persamaan karakteristik yaitu

1%2° @ a, 1% D a, 1% Da,Ve
atau
12° @D 2°R1%2 PO 4R1D4'Ve.
Selanjutnya,
12’ @ 201%° @ 4V201%° @ 4 ® 14,
Dengan menyatakan 1 = 1® © 1© maka diperoleh
[1®)® 0 (19)% | @ 28[(19)” ©(1°)° |84V 28[(19)” ®(29)” |
@ 4®[1® 6 1°]|o4
Didapat persamaan
(1©)% 920 (19)° 920 (19)° G4R®1°G4=p @)
dan

1) 02010 ©20(1°)° ©4®1°B4=p (8

Kemudian dengan mengalikan p®_1 pada persamaan (7) dan persamaan (8)
diperoleh

(1®)® @ 920 (19)° @ 92 (1°)° ® " © 4
® 19@p®" @ 4Qp® " =0
dan
) @ ©20 (19)° @p° @20 (1°)° ®p* " © 4
® 12@p®" @ 4@p® " =0
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Kedua persamaan di atas dapat dipandang sebagai Sistem Persamaan Polinomial
Multivariabel dalam Maks Plus. Dengan kata lain memenuhi bentuk (5).

Akibatnya diperoleh :
A St R T AR
-2 0 1 -2 0 1 2 2
0 -2 1|i-dy=|2[~-d=]2]

=0 -2 1|-—z=|/
B v T A VB VY

\0—11/
0 0 1

Selanjutnya dibentuk matriks

_(~G _ _dl)
A= (—C2> dan C = <—d2 :
219
Diperhatikan vektor X € R dengan ¥ = [ A° . Selanjutnya didefinisikan
®—1
p

(pl = {Sl+ 1'51+2'Sl+ 3,Sl+4,51+ 5 }: {1,2,3,4‘,5}
(pz = {Sz + 1,52 +2,Sz + 3,52 +4,Sz +5}
={Sl+m1+1,51+m1+2,51+m1+3,51+m1+4,51+m1+5}

={6,7,8,9,10}.
Dibentuk ELCP homogen dengan :
-3 0 1 0
-2 0 1 -2
0 -2 1 =2
0 -1 1 —4 19
0 0 1 -4 _
P = (OA 1C) =10 -3 1 0 [ju= (z) = ’5_1 dengan
Ixn -2 0 1 =2 p
0 -2 1 -2 a
-1 0 1 -4
0 0 1 -4
0

0 0 1
(Pu); (Pu)y(Pu)3(Pu)4(Pu)s + (Pu)s(Pu);(Pu)g(Pu)g(Pu)o = 0, (Pu) = 0.

Selanjutnya, proses menentukan nilai eigen dari ELCP yang diperoleh mengacu
pada algoritma yang dinyatakan oleh De Schutter & De Moor (1997) dan Program
MATLAB yang telah dikembangkan peneliti menyesuaikan matriks yang diberikan.

Dari eksekusi Program MATLAB yang sudah peneliti kembangkan, diperoleh
himpunan pembangun ekstrim, yaitu

—1\ /27 /0N /0y 1\ /-1
E={xf{, x5, x5, x5, xE,x§} = 8 , 2 _01 2 % _01
o/ \1/ \o/\1/ \o/ \o

dan penyelesaian umum yang diperoleh tersebut adalah
U = K1 X] + Ko X5 + K3X§ + KyX§ + KsxE + Kgx¢
219
19
-1
p®
- - - - a -
Salah satu nilai eigen diperoleh dengan mengambil
K1=O,K2=K3=K4=1,K5=K6=0

dengan k; > 0 danu = (Z) =
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2
1
10 |’
2
A=1201°=2601=2.

berakibat # = sehingga nilai eigen yang diperoleh adalah

KESIMPULAN DAN SARAN

Untuk menentukan nilai eigen dari matriks atas aljabar maks-plus tersimetri,
digunakan Masalah Linear Komplementer Diperluas (Extended Linear
Complementarity Problem disingkat ELCP). Persamaan Kkarakteristik yang
diperoleh dari suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri dapat dibawa ke
sistem kesetimbangan linear melalui ELCP. Akar persamaan karakteristik yang
diperoleh akan merupakan penyelesaian dari sistem kesetimbangan linear, yang
selanjutnya merupakan nilai eigen dari matriks tersebut. Nilai eigen yang diperoleh
cukup banyak tidak bergantung pada ukuran atau ordo matriks.

Di dalam penelitian ini, tidak semua nilai eigen dari matriks atas aljabar
maks-plus tersimetri dapat ditinjau mengingat banyaknya nilai eigen yang diperoleh
dari matriks yang diberikan. Hal tersebut tampak pada hasil yang ditunjukkan dalam
Contoh b.2 dalam bahasan utama. Karena cukup banyaknya nilai eigen yang
diperoleh dari suatu matriks atas aljabar maks-plus tersimetri, sehingga untuk
penelitian berikutnya perlu ditinjau melalui pendekatan lain.
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