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Abstrak

Metode transformasi Elzaki perturbasi homotopi merupakan salah satu
metode semi analitik yang dikonstruksi menggunakan kombinasi
metode transformasi Elzaki dan metode perturbasi homotopi. Metode
ini digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial, baik linear
maupun nonlinear dalam bentuk deret polinomial. Artikel ini
membahas penyelesaian persamaan diferensial Abelian jenis pertama
menggunakan metode perturbasi homotopi transformasi Elzaki.
Simulasi numerik diberikan untuk menguji konvergensi penyelesaian
hampiran dengan menggunakan dua contoh. Hasil kajian menunjukkan
bahwa metode tersebut dapat menyelesaikan persamaan diferensial
Abelian. Nilai-nilai penyelesaian hampiran juga di plot dalam bentuk
grafik untuk beberapa jumlah suku-suku solusi hampiran. Hasil plot
menunjukkan bahwa pola kurva yang dibentuk cenderung teratur.

Kata kunci: Deret polinomial, metode transformasi Elzaki perturbasi
homotopi, persamaan diferensial Abelian tipe pertama, simulasi
numerik.

Abstract

The homotopy perturbation Elzaki transform method is one of semi-
analytic methods constructed using a combination of Elzaki tranform
method and homotopy perturbation method. This method is used to to
solve a ordinary differential equation either of linear or nonlinear into
a polynomial series. This paper discusses a solution of Abelian
differential equation of the first kind using the Elzaki transform
homotopy perturbation method. Numerical simulation is given to test
the convergence of its aproximation solution using two examples. The
result of study shows that the method is able to solve the ordinary
differential equation. The value of the approximation solutions are
plotted graphically for several term of the approximation solutions. The
results shows that the pattern of the formed curves tend regulary.

Keywords: Polynomial series, homotopy perturbation Elzaki
transform method, the first kind Abelian differential equation,
numerical simulation.

PENDAHULUAN
Persamaan diferensial, baik bentuk elementer maupun parsial, merupakan
representasi model matematis yang menggambarkan fenomena nyata yang muncul
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pada persoalan bidang sains, teknik, rekayasa, biomedis, ekologi dan ekonomi
(Braun, 1992; Schiesser, 2014)

Salah satu bentuk persamaan diferensial elementer, yaitu persamaan
diferensial Abelian. Secara umum, persamaan diferensial Abelian terbagi menjadi
dua jenis, yaitu persamaan diferensial abelian jenis pertama dan kedua yang
masing-masing di tulis dalam bentuk (Polyanin & Zaitsev, 1995)

% = f,(x) + f,(x)y + f,(x)y* + f,(x)y*, dengan f,(x) =0, 1)
dan
(ho(x) + hl(X)Y)% =f,(X)+ f,(X)y + f,(X) y3 + f,(X) ys . @)

Hampir sebagian besar persamaan diferensial yang muncul sebagai model
matematis dari fenomena-fenomena tersebut tidak mudah untuk menentukan
penyelesaian eksplisitnya. Oleh karena itu, beberapa metode penyelesaian
persamaan diferensial muncul dengan melibatkan bentuk-bentuk deret pangkat atau
polinomial. Penyelesaian numerik dalam bentuk deret pangkat atau polinomial
biasanya disebut penyelesaian semi-analitik.

Beberapa peneliti telah menggunakan dan mengimplementasikan metode
semi analitik untuk menyelesaikan berbagai persoalan persamaan diferensial baik
elementer maupun parsial, misalnya metode dekomposisi Adomian (Adomian,
1990; Wartono & Muda, 2011), metode dekomposisi Adomian Laplace (Wartono
& Muhaijir, 2013; Wazwaz & Mehanna, 2010), metode analisa homotopi (Liao,
2004; Wibowo et al., 2013), metode perturbasi homotopi (Aldilla et al., 2012; He,
1999), metode transformasi diferensial (Jang et al., 2000; Khatizah et al., 2015),
metode iterasi variasi (He, 1997; Wartono et al., 2020), metode transformasi Elzaki
(Elzaki, 2011; Minarti et al., 2015), metode transformasi Sumudu (Watugala,
1993).

Pada artikel ini, penulis akan menentukan penyelesaian hampiran
persamaan diferensial Abelian jenis pertama dengan menggunakan kombinasi
metode transformasi Elzaki (Elzaki, 2011), dan polinomial perturbasi homotopi
(sebagian peneliti menyebutnya polinomial He) yang dikembangkan oleh Ghorbani
(Ghorbani, 2009). Konsep perturbasi pertama kali di kembangkan oleh Nayfeh
(Nayfeh, 1985). Pada proses menentukan penyelesaian persamaan diferensial,
polinomial He digunakan untuk mendekomposisi bentuk-bentuk nonlinear pada
persamaan diferensial tersebut. Kombinasi dua metode ini sering disebut metode
transfomasi Elzaki perturbasi homotopi (homotopy perturbation Elzaki transform
method atau HPETM).

Beberapa implementasi metode pertubasi homotopi transformasi Elzaki
pada beberapa persoalan nilai awal, seperti : persamaan diferensial parsial nonlinear
(Elzaki & Hilal, 2012), persamaan Sine-Gorden dan Klein-Gorden (Hesameddini
& Abdollahy, 2013), Sistem persamaan parsial nonlinear (Elzaki & Biazar, 2013),
persamaan dinamika gas (Bhadane & Pradhan, 2013), persamaan Burger (Suleman
et al., 2016), persamaan diferensial fraksional nonlinear (Singh & Sharma, 2020).

Pada artikel ini, penulis menggunakan metode pertubasi homotopi
transformasi Elzaki untuk menyelesaikan persamaan Abelian jenis pertama yang
diberikan pada Persamaan (1). Selanjutnya, untuk menguji metode perturbasi
homotopi transformasi Elzaki, pada bagian akhir diberikan simulasi numerik
dengan mengimplementasikan metode tersebut pada beberapa contoh bentuk
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khusus persamaan diferensial Abelian jenis pertama. Hasil beberapa penyelesaian
hampiran juga diplot untuk menentukan kecenderungan kurva yang dibentuk.
Selain itu, solusi hampiran yang dihasilkan HPETM dibandingkan dengan metode
dekomposisi Adomian (Adomian decomposition method atau ADM) dan Metode
Runge Kutta Orde Empat (RK-4).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Metode Transformasi Elzaki- Homotopi Perturbasi

Selanjutnnya pertimbangkan sebuah persamaan diferensial elementer
nonlinear yang ditulis dalam bentuk umum (Adomian, 1990):

Ly(x) + Ry(x) + Ny(x) + g(x) =0, y(0) = f(x), (©)
dengan L adalah operator linear yang didefinisikan sebagai %(-), R adalah

operator linear yang ordenya lebih rendah dari L dan N adalah operator nonlinear.
Implementasi metode Elzaki terhadap persamaan (3) memberikan

LE[Ly(0]-wy(0) =—E[RY () + Ny() + 90} @

atau

y() = f ()~ E " [VE[g (1]~ E*[VEIRY(X) + Ny(x)]} 5)
dengan E adalah operator transformasi Elzaki, dan v adalah faktor dari variabel
bebas t (Elzaki, 2011). Bentuk y(x), Ry(x) dan Ny(x) di aproksimasi menggunakan
polinomial He dalam bentuk

Y =3 Py, (9. Ry(x)=> p"Ry,(x).dan Ny(x) =3 p"H,(y).  (6)
dengan 7 7 7

Hn(yO’yl’ 7yk)__|%N(Zp yn] 1n:Oa1’2)-'- (7)
n=0 p=0

Substitusi polinomial He (6) ke Persaman (5), maka diperoleh
> Py, () =F (9 - E*VELg (9]~ ElHi PRY, 0+ p“Hn(y)ﬂ ®

Nilai Y, ;. Y,,... diperoleh dengan menggunakan perbandingan koefisien p. Oleh
karena itu, berdasarkan Persamaan (8) diperoleh nilai pendekatan Y,,Y;,Y,,...
dalam bentuk

P°:yo () = F(x)—E"[VE[g(X)]1. (9.2)
p' 1y, (x) =—E [ VE[Ry, (X)+ Ho(V)]]. (9.b)
P 1y, (x) =—E*[VE[Ry; () + Hy(V)]], 9.c)
P’ y5(x) =—E [ VE[Ry,(x)+H,(y)]], (9.d)

Berdasarkan Persamaan (9.a) — (9.d) diperoleh penyelesaian untuk y,, ¥;, Y,, ¥s.,- ..
dalam bentuk umum

Yo(x) = f(x)— EIVE[g(3)]], (10.2)
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V... (X)=—E[VE[RY, (X) +H, (Yo, Vi»--n ¥,)]1, N =0,1,2,3, ... (10.b)
Penyelesaian (5) diperoleh dengan menjumlahkan nilai-nilai hampiran y,, y;, Y,,...
dalam bentuk

Y = lim %, P"Y, (). (11)
atau
Y(X) = Yo (X) + Y1 (X) + Y, (X) +-+-. (12)

Misalkan solusi hampiran ¢ adalah solusi hampiran pada iterasi ke-k yang
diberikan oleh

CERACE (13)

maka
y(x) = lim ¢, (x).

Metode Pertubasi Homotopi pada Persamaan Diferensial Abelian Jenis
Pertama
Berikut ini adalah persamaan diferensial abel jenis pertama :

j—y =S f()y" (14)
X =0
atau

Y _ )+ Ly + K@Y+ @, (15)

dx
dengan syarat awal y(0)=c dimana f;(x), i =1,2,3fungsi linear atau nonlinear
dan c adalah konstanta.

Untuk menentukan penyelesaian persamaan (15), maka terlebih dahulu
mengubah Persamaan (15) ke bentuk transformasi Elzaki yaitu:

LELYO1-w(©) = E[ 00+ L0y + ROV + BV ] (19)
Oleh karena y(0) = ¢, maka Persamaan (16) menjadi
ELY(0)] =V2C+VE[ fo(X)+ fy(x)y + F,(x)y? + fy,()y? ]. (17)

Gunakan sifat-sifat transformasi Elzati (Elzati 2011), maka Persamaan (17) dapat
ditulis kembali dalam bentuk

y() =c+EVE[ 1500+ f(9y+ F,00y? + f,(9y* ]| (19)

Selanjutnya untuk mengaproksimasi bentuk y(x), baik yang linear maupun nonliner,
digunakan polinomial He dalam bentuk

Y00 =5 PN (0. Y007 =3 P Ha (Yo Yoo o).

n=0
dan

Y(0? =3 DMy (You Yareons Vo). (20)

sehingga dengan mensubstitusikar; kembali (20) ke (19) maka diperoleh
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nio P"Y, (X) =c+E[VE[ fo (X)]] + PE™* {vE [ fl(x)nf0 p"y, (X) +

RACHELMOERACM p”Hz,n(x)ﬂ . (21)

dengan H,.(x) dan H, (x) merupakan polinomial He yang didefinisikan oleh
Persamaan (7).

Untuk menentukan nilai y,,Y;,Y,,..., bandingkan koefisien p berdasarkan
pada orde pertubasi dan diperoleh

%1y, =c+E[VE[f(x)]]. (22.2)
Py, =E 7 [VELF(X)Yo+ F (0¥ + f(0¥31], (22.b)
Py, =E™ [VE[ f ()Y +2F,(X) Yoy, +3f5(x) ygyl]] ) (22.c)

P° 1 Yy = E[VELT, ()Y, + F,00(YF +2Ye¥1) + ,(0(3YSY, +3y5Yo)] |, (22.d)

Setelah suku-suku yo, y1, Y2, Y3, ... , ¥n diperoleh, maka penyelesaian persamaan
(14) ditentukan dengan menjumlahkan suku-suku tersebut dan mengambil p =1
dalam bentuk (He, 1997):

YOO =M p7Y, (9 = Yo (0 + 1,00 + Va4

Simulasi Numerik

Pada bagian ini, metode homotopi pertubasi transformasi Elzaki
diimplemntasikan pada dua persamaan diferensial Abelian. Selanjutnya, untuk
melihat perilaku nilai hampiran yang dihasilkan, maka nilai-nilai hampiran tersebut
diplot dalam bentuk grafik dengan menggunakan Maple 13.0.

Kasus 1. Pertimbangkan persaman Abelian jenis pertama berikut

d
L=1yHy YO =o0. (23)
Penyelesaian persamaan (23) dilakukan dengan mengubah persamaan (23) ke

transformasi Elzaki dalam bentuk :

dy 3
E|—=|=E|-1+y-y°|. 24
[m} [-1+y-y*] (24)
Gunakan sifat-sifat Transformasi Elzaki, maka kita peroleh
1
L ELyOI-wy() =E[-1+y—-y°]. (25)

Berdasarkan nilai awal y(0) = 0 dan dengan menggunakan invers transformasi
Elzaki, maka Persamaan (25) menjadi

y(x)=x+E™ [vE[—y + yS]] : (26)
Selanjutnya dengan menggunakan polinomial perturbasi,
W@z%&%&)
n=|

dan bentuk nonlinear
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N(Y() = 5 p"H, (),

dengan p adalah parameter pertubasi yang cukup kecil, maka Persamaan (26) dapat
ditulis kembali dalam bentuk

5 Py, (0) =X+ pE [vE[— £ P00+ 5 p”Hn(X)ﬂ Ber)

n=| n= n=|

Berdasarkan Persamaan (7), maka bentuk nonlinear y3(x) adalah berturut-turut
Ho(Yo) = Yo.

Ho (Yo, Y1) =3¢V
Ho(yoa ylv yz) :3y§y2 +3y0y12'
Ho(Yor- - ¥3) =3YeYs +6Yo V1Yo + Vs

Sehingga dengan menggunakan perbandingan koefisien dari p°, pt, p?, p3,... nilai-
nilai penyelesaian hampiran Persamaan (27) diberikan oleh

P° Yo () =X, Ho(y) =2, (28.2)
1 1 3 3
pl:yl(X)=—5x2+Zx4, Hl(Y)=—§x4+Zx6, (28.b)
1 7 3 5 9 57
2oy () ==x——x>+—x", H =S5 IxT+=—X°, 28.c
Py, (X) 5 20 28 2(Y) 4 5 112 ( )
|031Y3(X)=—ix4+ixﬁ—£x8+ixm. (28.d)

24 30 1408 1120

Berdasarkan (12), maka penyelesaian eksak diperoleh dengan
menjumlahkan nilai-nilai yang diperoleh dalam bentuk:
y(x) = x—lx2 +1X3+£X4 _ 4 X + 191 x® — 191 X" — 393 x®
2 6 24 120 720 5040 2240
1039 & — 6973 0 43 !

+ J—
4032 33600 8400

Misalkan ¢, (x) = i Yy, (X) maka dengan menggunakan Persamaan (28.a)
k=0

— (28.d), dan beberapa suku berikutnya, diperoleh
do(X) =X,

= —— X+ =X+ —x"- X° + X',
2 6 24 20 15 28 1120 1120
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Untuk mengetahui perilaku dari solusi hampiran ini, maka nilai-nilai ¢(x),
#s(X) #(x) dan ¢ (x) di plot dalam bentuk grafik pada interval 1 < x <2 yang

diberikan pada Gambar 1 berikut.

<4 —

E0

10+

[[---- bl —-— p3 — — §= &7 |

Gambar 1. Perbandingan kurva ¢i(x), ¢(X) ¢(x) dan ¢ (x) dari Persamaan
(23)pada 1<x<2.

Sedangkan untuk mengetahui performa, solusi hampiran masalah nilai awal
(23) yang dihasilkan oleh metode transformasi Elzaki-perturbasi homotopi (metode
HPETM) dibandingkan dengan metode dekomposisi Adomian (Jaradat, 2008) dan
metode Runge-Kutta Orde Empat (RK-4) yang diberikan pada Gambar 2 berikut.

25 T T T
Metode ADM ~ ®

Metode HPETM
Metode RK-4 %

20

15

Gambar 2. Perbandingan solusi hampiran dari metode HMP-Elzaki, ADM
dan Rung-Kutta 4 dari Persamaan (23) pada 0 <x < 2.

Gambar 2 memperlihatkan solusi hampiran yang dihasilkan oleh Metode HP-
Elzaki, ADM dan RK-4. Solusi hampiran dari ketiga metode tersebut mempunyai
nilai yang sama pada interval 0 < x < 1,5, sedangkan nilai solusi hampiran metode
MTEPH dan ADM berhimpit pada iterval 0 < x < 2.
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Kasus 2. Pertimbangkan persaman Abelian jenis pertama berikut

ﬂ:4+4xy+2xy2 +x%y*, y(0) = 0. (29)

dx
Implementasi metode transformasi Elzaki pada persoalan nilai (29) memberikan
bentuk

E{ﬂ}= E[—4+4xy+2xy2+x2y3]. (30)
dx

Gunakan sifat-sifat linear transformasi Elzaki (Elzaki, 2011), maka Persamaan (30)
dapat ditulis kembali menjadi

%E[y(x)]—vy(x) = E[4+4xy+2xy2 +x2y3]. (31)

Berdasarkan nilai awal y(0) = 0, maka

E[y(x)] = 4v* +VE [4xy +2xy° + xzyﬂ :
atau

y(X)=4x+E™ [VE [4xy+2xy2 +x2y3ﬂ. (32)
Selanjutnya dengan menggunakan polinomial perturbation

yw=§an,
dan bentuk nonlinear
V()= % p'Hip(0, dan y’(x)= T p"Ha0(4),

diperoleh
é p"y,(X) =x+ pE~! {VE [4x§0 p"y, (X)+ 2x§O pP"H, ,(x)+ inij:o p”szn(x)ﬂ (33)
Berdasarkan polinomial yang diberikan pada Persamaan (7), bentuk nonliner

i p"H, ,(x) dan i p"H, ,(x) diberikan masing-masing dalam bentuk
n=0 n=0

Hio(Y)= Yo,

Hy; (Y) =2y, Y1,
H12(Y) =2YoY, + Y1
Hl,s(Y) = 23/03/3 + ZY1Y2 )

dan
H,o(¥)= Y5,
Ha2(Y) =3y Y.,
H,2(Y) =3Yo Y2 +3Y, Yy
Haoa(Y) =3Y0Ya +6YoYaY, + V1
Nilai-nilai yo, Vy1, Y2, ... diperoleh dengan membandingkan koefisien dari
p°, pt, p2, p,..., sehingga dari (33) diperoleh

P° 1 yo(X) =4X,
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16 64
X) = —x3+8x* + —x5,
Pr:yi(x) 3 5

07y =8 3520, 128 7 896 o 116, 512
AT R ST VIt RART]
0y, (X)_128 s, 2176 ; 152 , 8704 o 6176 ) 65792 ,
T105 " "9 " g9 75 297
. 10432 g2, 110336 iy 23552 7424 o
63 429 63 3

Setelah nilai suku-suku Y, Y;,Y,,Ys,--- telah diketahui maka penyelesaian eksak

dapat diperoleh dengan menjumlahkan nilai-nilai tersebut,
4096 , 488 & 4 6784 O 6176 10

y(X) _ax+ 380 gxa 00y 400 6
3 15 9 105 9 63 75
79616 1, 10432 ,, 110836 .5 28552 7424 i
429 63 33

297 63

Misalkan ¢, (x)= 3 y,(x) maka dengan menggunakan Yo, Yy, Ya: Yar- -
k=0
diperoleh
@y =4X,
& _ax+ 0y gyt +§x6,
3 3
b —as B gyt B 2120 128 112 o 1664 5 512
3 15 9 7 3 27 11
¢y = ax+ 2050 gt 1 885 8006 4090 7 488 5 BT84 B170 00
3 15 9 105 9 63 75
79616 1y 10432 ,, 110836 5 23552 ., 7424 5
297 63 429 63 33
=00 — |' l!’
!'r !
<00 — | ||
Yo
P
300 .| I
¥ i
200 oo
T
100 H .'r
B /j
e
| bl - 3 —= Hs — - — 47|

Gambar 3. Perbandingan kurva ¢i(x), ¢(X) ¢(x) dan ¢ (x) dari Persamaan
33
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(23) pada 0<x<1.

Perbandingan solusi hampiran dari Persamaan (29) yang dihasilkan
oleh metode HPTEM, metode ADM (Jaradat, 2008), dan RK4 diberikan pada
Gambar 3.

600 T T T T
Metode ADM W
Metode HPETM

s00 | Metode RK-4  *

400 -

200

100

X

Gambar 4. Perbandingan solusi hampiran metode HMP-Elzaki, ADM dan
Rung-Kutta 4 dari Persamaan (29) dengan 0 < x <0.7.

Gambar 4 memperlihatkan solusi hampiran dari ketiga metode yang diplot
pada interval [0: 0,7]. Solusi hampiran dari ketiga metode berhimpit pada interval
[0:0,5]. Sebaliknya, metode HPETM dan ADM berhimpit sepanjang interval [O:
0,7].

KESIMPULAN

Pada artikel, metode transformasi Elzaki homotopi perturbasi diterapkan
untuk menyelesaikan persamaan diferensial Abelian jenis pertama. Dua buah
contoh persamaan diferensial diberikan untuk memvalidasi dan menguji performa
metode tersebut. Hasil solusi hampiran memberikan gambaran bahwa metode
transformasi Elzaki perturbasi homotopi dapat menyelesaikan masalah nilai awal
yang diberikan pada Persamaan (23) dan (29). Selanjutnya Gambar 1 dan 2 juga
menujukkan bahwa penyelesaian yang diberikan membentuk pola grafik yang
teratur. Selain itu, perbandingan solus hampiran dengan metode ADM dan RK-4
memberikan gambaran, bahwa solusi yang dihasilkan oleh metode HPTEM
kompettitif terhadap metode RK4. Sedangkan terhadap metode ADM, solusi
hampiran berhimpit sepanjang interval yang diberikan.
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