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Abstrak 
Dalam bidang matematika, banyak model yang dikembangkan untuk 

memprediksi perubahan dalam bidang perikanan. Salah satu model 

yang sering digunakan untuk menganalisis interaksi ikan beserta biota 

laut lainnya adalah model predator-prey. Penelitian sebelumnya telah 

menganalisis dan membuat simulasi model predator-prey dengan 

Metode Runge-Kutta. Artikel ini membandingkan Metode Runge-

Kutta dan metode Bulirsch–Stoer. Hasil yang diperoleh memberikan 

kesimpulan bahwa metode Bulirsch-Stoer yang digunakan masih perlu 

dikembangkan karena hasil yang diberikan metode ini tidak 

konvergen.  

 

Kata kunci: Metode Bulirsch-Stoer, Model Predator-Prey, Metode 

Runge-Kutta 
 

Abstract 
In the field of mathematics, many models have been developed to 

predict changes in the field of fisheries. One model that is often used to 

analyze the interaction of fish and other marine biota is the predator-

prey model. Previous studies have analyzed predatory prey model 

simulations with the Runge-Kutta method. This article compares 

Runge-Kutta method and Bulirsch-Stoer method. Refers to the results, 

it can be concluded that the Bulirsch-Stoer method used still needs to 

be developed because this method result is not converging. 

 

Keywords: Bulirsch-Stoer Method, Predator-Prey Model, Runge-

Kutta Method 

 

PENDAHULUAN 

Memiliki 17.500 pulau, luas laut 5,8 juta km2 atau 70% dari luas negara, 

dan garis pantai sepanjang 95.181 km terpanjang kedua setelah Rusia (Munaf & 

Windari, 2015) menjadikan Indonesia sebagai salah satu negara maritim terbesar di 

dunia. Kondisi geografis ini membuat Indonesia memiliki sumber daya alam yang 

melimpah, seperti ikan dan biota laut lainnya. Potensi ini mejadikan sektor 

perikanan dan kelautan merupakan pilihan yang terbaik untuk meningkatkan 

perekonomian masyarakat Indonesia. 

Dalam bidang matematika, banyak model yang dikembangkan untuk 

memprediksi perubahan dalam bidang perikanan. Salah satu model yang sering 

digunakan untuk menganalisis interaksi ikan beserta biota laut lainnya adalah 

model predator-prey. Banyak peneliti yang menggunakan model ini untuk melihat 
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bagaimana interaksi ikan sebagai predator dan makanannya (Skalski & Gilliam, 

2001)(Mishra, Raw, & Tiwari, 2019). Selain itu model predator-prey ini juga dapat 

digunakan untuk melihat dampak populasi ikan dengan adanya pemanenan 

(Agarwal & Pathak, 2017; Ang & Safuan, 2019; Manna, Maiti, & Samanta, 2018).   

Manna (Manna et al., 2018) mengembangkan model predator-prey dengan 

predator dan prey yang dimodelkan adalah dua spesies ikan yang berbeda, 

contohnya seperti  ikan tuna (Thunnus spp.) sebagai predator dan ikan sardine 

(Sardinops sagax) sebagai prey. Kedua spesies ini merupakan spesies ikan yang 

memiliki keteraturan dalam kelompok spesiesnya berdasarkan pergerakannya 

seperti bergerak ke kanan, ke kiri, dan memutar secara serempak. Keteraturan ini 

dinamakan sebagai “Schooling”. Model yang telah dikembangkan dengan 

melibatkan ikan berperilaku schooling ini dianalisis untuk mengetahui bagaimana 

pemanenan yang baik untuk mempertahankan populasi masing-masing spesies 

ikan. Dari penelitian ini diperoleh bahwa model ini  memiliki solusi yang bernilai 

positif dan terbatas untuk setiap populasi. Pendekatan yang digunakan pada 

penelitian ini adalah pendekatan analitik. Selain pendekatan analitik, model ini 

dapat dianalisis menggunakan pendekatan numerik. Karena model berbentuk 

permasalahan nilai awal, maka dapat diselesaikan dengan beberapa metode 

contohnya seperti menggunakan Metode Euler, Metode Runge-Kutta (C. Woodford 

& Phillips, 2012), atau Metode  Bulirsch–Stoer (Kiusalaas, 2010). 

Artikel ini membandingkan hasil solusi dari 2 metode yaitu Metode Runge-

Kutta dan Metode Bulirsch–Stoer. Metode Runge-Kutta yang digunakan adalah 

Metode Runge-Kutta orde 4. 

 

METODE 

Model Predator-Prey 

Perkembangan populasi prey tanpa adanya interaksi antar spesies tersebut 

mengikuti fungsi pertumbuhan logistik. Fungsi logistik ini diperkenalkan pertama 

kali oleh Verhulst, pakar matematika berkebangsaan Belgia, pada tahun 1838 

(Baca¨er, 2011). Persamaan pertumbuhan logistik ini dinyatakan dengan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
), 

dengan 𝑥(𝑡) adalah populasi prey, 𝑟 laju pertumbuhan, dan 𝐾 adalah daya tampung 

atau jumlah maksimum populasi. Jika terdapat interaksi antara dua populasi ikan 

dengan perilaku schooling ini, maka model predator-prey diberikan oleh (Manna 

et al., 2018) 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
) − 𝑏√𝑥√𝑦 − 𝑞1𝐸𝑥,   𝑥(0) > 0, 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑐√𝑥√𝑦 − 𝑑𝑦 − 𝑞2𝐸𝑦,   𝑦(0) > 0. 

(1) 

Parameter 𝑏 adalah laju konsumsi prey oleh predator, 𝑐 adalah laju munculnya 

predator, dan 𝐸 merupakan upaya pemanenan yang dilakukan. Parameter 𝑞1 dan 𝑞2 

merupakan koefisien penangkapan masing-masing spesies. Parameter-parameter 

tersebut diasumsikan bernilai positif. Metode numerik yang digunakan oleh Manna 

(2018) untuk simulasi numerik model tersebut adalah Metode Runge-Kutta. 

Sehingga artikel ini membandingkan antara Metode Bulirsch-Stoer dan Metode 

Runge-Kutta. Berikut adalah penjelasan mengenai Metode Runge-Kutta dan 

Metode Bulirsch-Stoer untuk Model (1).  
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Metode Runge-Kutta 

Metode Runge-Kutta orde 4 (RK4) dikembangkan dari Metode Taylor orde 

4 (John H. Mathews, 1999). Dengan menggunakan Metode Runge-Kutta orde 4, 

Persamaan (1) didekati oleh  

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 +
ℎ

6
(𝑓1 + 2𝑓2 + 2𝑓3 + 𝑓4), 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 +
ℎ

6
(𝑔1 + 2𝑔2 + 2𝑔3 + 𝑔4), 

dengan 

𝑓1 = 𝑓(𝑡𝑘, 𝑥𝑘, 𝑦𝑘) = 𝑟(𝑥𝑘) (1 −
𝑥𝑘

𝐾
)

− 𝑏√𝑥𝑘√𝑦𝑘 − 𝑞1𝐸𝑥𝑘 , 

𝑓2 = 𝑓 (𝑡𝑘 +
ℎ

2
, 𝑥𝑘 +

ℎ

2
𝑓1, 𝑦𝑘 +

ℎ

2
𝑔1) ,  

𝑓3 = 𝑓 (𝑡𝑘 +
ℎ

2
, 𝑥𝑘 +

ℎ

2
𝑓2, 𝑦𝑘 +

ℎ

2
𝑔2) , 

𝑓4 = 𝑓(𝑡𝑘 + ℎ, 𝑥𝑘 + ℎ𝑓3, 𝑦𝑘 + ℎ𝑔3) , 

𝑔1 = 𝑔(𝑡𝑘, 𝑥𝑘, 𝑦𝑘)

= 𝑐√𝑥𝑘√𝑦𝑘 − 𝑑𝑦𝑘

− 𝑞2𝐸𝑦𝑘  , 

𝑔2 = 𝑔 (𝑡𝑘 +
ℎ

2
, 𝑥𝑘 +

ℎ

2
𝑓1, 𝑦𝑘 +

ℎ

2
𝑔1) , 

𝑔3 = 𝑔 (𝑡𝑘 +
ℎ

2
, 𝑥𝑘 +

ℎ

2
𝑓2, 𝑦𝑘 +

ℎ

2
𝑔2) , 

𝑔4 = 𝑔(𝑡𝑘 + ℎ, 𝑥𝑘 + ℎ𝑓3, 𝑦𝑘 + ℎ𝑔3) , 

Dengan panjang langkah yang digunakan (ℎ), Metode Runge-Kutta ini memiliki 

tingkat akurasi orde 4 atau dituliskan sebagai 𝑂(ℎ4)(C. Woodford & Phillips, 

2012). 

 

Metode Bulirsch-Stoer 

 Metode Bulirsch-Stoer ini dikembangkan berdasarkan Metode Titik Tengah 

(Midpoint Method). Metode Titik Tengah untuk menyelesaikan Model (1)  adalah 

𝑥1 = 𝑥0 + ℎ (𝑟(𝑥0) (1 −
𝑥0

𝐾
) − 𝑏√𝑥0√𝑦

0
− 𝑞

1
𝐸𝑥0), 

𝑦1 = 𝑦0 + ℎ(𝑐√𝑥0√𝑦
0

− 𝑑𝑦
0

− 𝑞
2
𝐸𝑦

0
 , ), 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘−1 + 2ℎ (𝑟(𝑥𝑘) (1 −
𝑥𝑘

𝐾
) − 𝑏√𝑥𝑘√𝑦

𝑘
− 𝑞

1
𝐸𝑥𝑘), 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘−1 + 2ℎ(𝑐√𝑥𝑘√𝑦
𝑘

− 𝑑𝑦
𝑘

− 𝑞
2
𝐸𝑦

𝑘
 , ), 

 

dengan 𝑘 = 1,2,3, … 𝑛 − 1. Kemudian hasil akhir dari 𝑥𝑛 dan  𝑦𝑛 adalah rata-rata 
hasil Metode Titik Tengah tersebut dengan   

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + ℎ (𝑟(𝑥𝑛) (1 −
𝑥𝑛

𝐾
) − 𝑏√𝑥𝑛√𝑦

𝑛
− 𝑞

1
𝐸𝑥𝑛),  

dan 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + ℎ(𝑐√𝑥𝑛√𝑦
𝑛

− 𝑑𝑦
𝑛

− 𝑞
2
𝐸𝑦

𝑛
 , ), 

 

yang merupakan formula dari Metode Euler. Sehingga perhitungan nilai 𝑥𝑛 dan 𝑦𝑛 
dapat dituliskan menjadi 

 

𝑥𝑛 =
1

2
(𝑥𝑛 + (𝑥𝑛−1 + ℎ (𝑟(𝑥𝑛) (1 −

𝑥𝑛

𝐾
) − 𝑏√𝑥𝑛√𝑦

𝑛
− 𝑞

1
𝐸𝑥𝑛))),  

dan 

𝑦𝑛 =
1

2
(𝑦𝑛 (𝑦𝑛−1 + ℎ(𝑐√𝑥𝑛√𝑦

𝑛
− 𝑑𝑦

𝑛
− 𝑞

2
𝐸𝑦

𝑛
 ))), 
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Metode Titik Tengah ini memiliki error yang besar (Kiusalaas, 2010) yaitu orde 2, 

sehingga untuk meminimalisir error yang terjadi, maka digunakan Metode 

Extrapolasi Richardson. Penggunaan Metode Ekstrapolasi Richardson untuk 

memperbaiki hasil perhitungan dengan menghitung 𝑥𝑛 dan 𝑦𝑛 dengan pengambilan 

langkah ℎ dan selanjutnya dengan langkah 
ℎ

2
. Sehingga diperoleh 2 nilai 𝑥𝑛 yang 

dinotasikan 𝑥𝑛(ℎ) dan 𝑥𝑛 (
ℎ

2
) , begitu juga untuk nilai 𝑦𝑛 terdapat 𝑦𝑛(ℎ) dan 𝑥𝑛 (

ℎ

2
). 

Kemudian dengan Metode Ekstrapolasi Richardson diperoleh 

 

𝑥𝑛 =
4𝑥𝑛(ℎ) − 𝑥𝑛(ℎ)

3
,  

dan 

𝑦𝑛 =
4𝑦𝑛(ℎ) − 𝑦𝑛(ℎ)

3
. 

 

Dengan menggunakan metode ini maka Metode Titik Tengah yang memiliki 

tingkat akurasi orde 2 dapat meningkat menjadi orde 4. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Model predator-prey (1) memiliki 3 titik kesetimbangan (Manna et al., 

2018).  Titik kesetimbangannya adalah (0,0), (𝑥̂, 0), dan (𝑥∗, 𝑦∗) dengan 𝑥̂ =

𝑘 (1 −
𝑞1𝐸

𝑟
), 𝑥∗ = (𝑘 (1 −

𝑞1𝐸

𝑟
) −

𝑘𝑏𝑐

𝑟(𝑑+𝑞2𝐸)
) , 𝑦∗ = (

𝑐√𝑥∗

𝑑+𝑞2𝐸
)

2

. Titik (0,0) stabil 

global jika 𝐸̅ < 𝐸 <
𝑟

𝑞1
 dan titik (𝑥̂, 0) selalu tidak stabil. Sedangkan untuk titik 

(𝑥∗, 𝑦∗) akan terjadi bifurkasi pada saat 𝐸 = 𝐸∗. Selanjutnya simulasi model 
dilakukan dengan menggunakan Metode Bulirsch-Stoer dan Metode Runge-Kutta. 

Simulasi yang dilakukan berfokus kepada titik (𝑥∗, 𝑦∗) dikarenakan titik tersebut 

memiliki keadaan khusus, yaitu akan terjadinya bifurkasi jika nilai 𝐸 berubah. 
Sehingga akan dilakukan simulasi model pada dua keadaaan yaitu pada saat sistem 

stabil ke titik (𝑥∗, 𝑦∗) dan pada saat terjadinya bifurkasi dengan Metode Bulirsch-
Stoer dan Metode Runge-Kutta yang kemudian dibandingkan hasilnya. 

  

  

Gb.1a. Metode Runge-Kutta dan Metode 

Bulirsch-Stoer saat titik (𝑥∗, 𝑦∗) stabil. 

(Populasi terhadap waktu) 

Gb.1b. Metode Runge-Kutta dan Metode 

Bulirsch-Stoer saat titik (𝑥∗, 𝑦∗) stabil. 

(predator terhadap prey) 
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Gb.2a. Metode Runge-Kutta dan Metode 

Bulirsch-Stoer saat 𝐸 = 5.4 menggunakan 

step-size 0,25. Titik (𝑥∗, 𝑦∗) masih stabil akan 

tetapi ada perbedaan hasil pada kedua metode 

(Populasi terhadap waktu). 

Gb.2b. Metode Runge-Kutta dan Metode 

Bulirsch-Stoer saat 𝐸 = 5.4 menggunakan step-

size 0,25. Titik (𝑥∗, 𝑦∗) masih stabil akan tetapi 

ada perbedaan hasil pada kedua metode 

(Predator terhadap prey). 

 
Gb.2c. Metode Runge-Kutta saat 𝐸 = 5.315 menggunakan step-size 0,25. Terjadi bifurkasi 

pada sistem. (Populasi terhadap waktu). 

     

Dari gambar Gb.1a. dan Gb.1b. terdapat perbedaan hasil dari kedua metode 

dengan parameter yang digunakan adalah 𝑟 = 6, 𝐾 = 44, 𝑐 = 2, 𝑑 = 0.1, 𝑞1 =
0.3, 𝑞2 = 0.3, 𝑏 = 3, 𝐸 = 6, dan nilai awal 𝑥(0) =  6.8, 𝑦(0) = 8.7. Pada Gb.1a, 

terlihat saat 𝑡 = 50 Metode Runge-Kutta masih ada osilasi, akan tetapi pada hasil 
Metode Bulirsch-Stoer terjadi perubahan nilai yang sangat kecil. Namun dengan 

menggunakan step-size yang sama kedua metode memberikan hasil akhir yang 

sama bahwa populasi prey akan menuju ke 7.6421 dan predator akan menuju ke 

8.4677. 

Sedangkan jika parameter laju penangkapan yang digunakan adalah 𝐸 =
5,4 maka terlihat pada Gb.2a. titik (𝑥∗, 𝑦∗) masih stabil. Akan tetapi untuk menuju 

titik kestabilannya memerlukan waktu 𝑡 = 250 dengan Metode Runge-Kutta yang 
diperlihatkan pada Gb.2a. Hasil yang diperoleh Metode Runge-Kutta terlihat lebih 

cepat konvergen dibandingkan dengan Metode Bulirsch-Stoer yaitu pada saat 𝑡 =
250 Metode Bulirsch-Stoer masih belum mencapai ke titik kestabilan. 

Metode Runge-Kutta dapat memperlihatkan pergerakan sistem pada saat 

terjadinya bifurkasi dengan 𝐸 = 5.315. Sistem  akan kehilangan kestabilan dan 

terjadi 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒. Sedangkan pada saat 𝐸 = 5.315 Metode Bulirsch-Stoer tidak 

dapat menyelesaikan dikarenakan pada bagian Metode Titik Tengah tidak 
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konvergen. Dengan kata lain Metode Runge-Kutta masih lebih baik daripada 

Metode Bulirsch-Stoer dikarenakan Metode Bulirsch-Stoer tidak konvergen pada 

saat terjadinya bifurkasi dengan 𝐸 = 5.315.  

 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 Hasil yang diberikan oleh metode Bulirsch-Stoer masih terdapat 

kekurangan. Pada perhitungan dengan nilai parameter pada saat model predator-

prey mengalami bifurkasi, metode ini tidak konvergen pada bagian perhitungan 

midpoint method. Sehingga dari hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa metode 

Bulirsch-Stoer ini tidak lebih baik daripada metode Runge-Kutta untuk menghitung 

simulasi model predator-prey ini. Hasil yang diberikan oleh metode Bulirsch-Stoer 

ini mengharuskan adanya pengembangan agar metode ini memiliki hasil yang lebih 

baik untuk menyelesaikan berbagai permasalahan. 
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