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Abstrak 
Tujuan penelitian ini adalah untuk menjelaskan dan membuktikan 

eksistensi dan ketunggalan titik tetap persekutuan dari  pemetaan C-

kontraktif lemah yang diperumum pada ruang metrik parsial 

kompleks. Dalam artikel ini dipaparkan beberapa teorema terkait 

ruang metrik kompleks dan ruang metrik parsial kompleks sebagai 

dasar dalam membuktikan teorema teorema titik tetap. Teorema utama 

yang diperoleh memperumum beberapa teorema-teorema terdahulu di 

ruang metrik kompleks yang telah dibuktikan. 

 

Kata kunci: C-kontraktif, metrik parsial kompleks. 
 

Abstract 
The aims of this research are to explain and prove the existence and 

uniqueness of common fixed point of the generalized weak C-

contractive mapping in the complex partial metric space. This article 

describes several theorems related to complex metric space and 

complex partial metric space  as a base in proving the fixed point 

theorem. The main theorem is generalized some of the preceding 

theorems in complex metric space which have been proven. 

 

Keywords: C-contractive,  complex partial metric. 

 

PENDAHULUAN 

Latar Belakang 

   Teori titik tetap merupakan suatu cabang ilmu matematika analisis yang 

membahas eksistensi titik tetap dari suatu fungsi atau pemetaan di ruang metrik 

tertentu. Pada tahun 1972, Chatterjea memperkenalkan konsep pemetaan C-

kontraktif  dan membuktikan eksistensi titik tetapnya di ruang metrik. 

Definisi 1 (Chatterjea, 2010) Diketahui ( ),X d merupakan suatu ruang metrik. 

Pemetaan :T X X→ disebut pemetaan C-kontraktif apabila terdapat ( )1
2

0,   

sehingga berlaku  
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , ,d T x T y d x T y d y T x +  (1) 

untuk setiap ,x y X . 
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Selanjutnya, Choudhury juga merumuskan konsep pemetaan C-kontraktif lemah 

yang merupakan perumuman dari pemetaan C-kontraktif.  

 

Definisi 2 (Choudhury, 2009) Diketahui ( ),X d merupakan suatu ruang metrik. 

Pemetaan :T X X→ disebut pemetaan C-kontraktif lemah untuk setiap ,x y X  

berlaku  
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )
1

, , , , , ,
2

d T x T y d x T y d y T x d x T y d y T x + −  (2) 

dengan  )  )  ): 0, 0, 0,    →  merupakan fungsi kontinu dan memenuhi 

0x y= =  jika dan hanya jika. ( ), 0x y =  

  Beberapa penelitian terkait titik tetap pemetaan C-kontraktif antara lain:  

eksistensi titik tetap pemataan C-kontraktif di ruang metrik terurut (Harjani et al., 

2011) serta eksistensi titik tetap pemetaan tipe C-kontraktif di ruang metrik parsial 

(Chen & Zhu, 2013). Penelitian yang membahas teorema titik tetap pemataan C-

kontraktif di ruang metrik parsial kompleks masih sangat terbatas sehingga dalam 

artikel ini diuraikan eksistensi dan ketunggalan titik tetap perumuman pemetaan 

C-kontraktif lemah di ruang metrik parsial kompleks.  

 

Ruang Metrik Parsial 

  Konsep ruang metrik parsial pertama kali diperkenalkan oleh Matthews  

dimana jarak antara dua titik yang sama tidak selalu bernilai nol. Konsep ruang 

metrik parsial merupakan permuman dari ruang metrik. Berikut dijelaskan terkait  

definisi ruang metrik parsial. 

 

Definisi 3 (Matthews, 1994) Diketahui X  merupakan suatu himpunan yang tidak 

kosong. Pemetaan :p X X →  disebut metrik parsial pada X apabila untuk 

setiap , ,x y z X  berlaku 

i. x y=  jika dan hanya jika ( ) ( ) ( ), , ,p x x p x y p y y= =  

ii. ( ) ( )0 , ,p x x p x y   

iii. ( ) ( ), ,p x y p y x=  

iv. ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,p x y p x z p z y p y y + −  

Pasangan ( ),X p  disebut ruang metrik parsial. 

 

Ruang Metrik Parsial Kompleks 

  Azam et al (2011) merumuskan ruang metrik kompleks dengan terlebih 

dahulu mendefinisikan suatu relasi urutan parsial  pada  yaitu 

1 2z z  jika dan hanya jika ( ) ( )1 2Re Rez z  dan ( ) ( )1 2Im Imz z  

Definisi 4 (Azam et al., 2011) Diketahui X  merupakan suatu himpunan yang 

tidak kosong. Pemetaan :d X X →  disebut metrik parsial kompleks pada X

apabila untuk setiap , ,x y z X  berlaku 
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i. ( )0 ,d x y  

ii. ( ), 0d x y =  jika dan hanya jika x y=  

iii. ( ) ( ), ,d x y d y x=  

iv. ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d z y+  

 

Berikut dijelaskan terkait konsep barisan di ruang metrik kompleks ( ),X d yaitu  

barisan konvergen dan Cauchy. 

 

Definisi 5 (Azam et al., 2011) Diketahui  ( ),X d  merupakan suatu ruang metrik 

kompleks. Barisan  nx X  dikatakan konvergen ke x X apabila untuk setiap 

   dengan 0  terdapat N  sehingga untuk setiap n N  berakibat 

( ),nd x x   

Selanjutnya, x X disebut titik limit dari barisan  nx X  dan ditulis 

lim n
n

x x
→

=  atau ( )lim , 0n
n

d x x
→

=  

 

Definisi 6 (Klin-Eam & Suanoom, 2013) Diketahui  ( ),X d  merupakan suatu 

ruang metrik kompleks. Barisan  nx X  disebut barisan Cauchy apabila untuk 

setiap    dengan 0  terdapat N  sehingga untuk setiap ,n m N  

berakibat ( ),n md x x  .   

Berdasarkan Definisi 5 , maka   nx X  adalah barisan Cauchy dapat di tulis 

( )lim , 0n m
n

d x x
→

=   

 

Teorema 1 (Azam et al., 2011) Diketahui  ( ),X d  merupakan suatu ruang metrik 

kompleks. Barisan  nx X merupakan barisan Cauchy jika dan hanya jika 

( ), 0n md x x →  untuk n → . 

Analogi dengan ruang metrik parsial, maka konsep ruang metrik kompleks 

diperumum menjadi ruang metrik parsial kompleks. Notasi 
+
 menyatakan 

himpunan semua bilangan kompleks z  dengan ( )Re 0z   dan ( )Im 0z  . 

 

Definisi 7 (Dhivya & Marudai, 2017) Diberikan X  merupakan suatu himpunan 

yang tidak kosong. Pemetaan :p X X →  disebut metrik parsial kompleks 

apabila untuk setiap , ,x y z X  berlaku 

i. ( ) ( )0 , ,c cp x x p x y  

ii. ( ) ( ), ,c cp x y p y x=  

iii. x y=  jika dan hanya jika ( ) ( ) ( ), , ,c c cp x x p x y p y y= =  

iv. ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,c c c cp x y p x z p z y p z z+ −  
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Pasangan ( ),X p  disebut ruang metrik parsial kompleks. Setiap ruang metrik 

parsial kompleks memiliki bola terbuka  

( ) ( ) ( ) , : , ,
cp c cB x y X p x y p x x =   +  

untuk setiap x X  dan 0    . Jika cp metrik parsial kompleks pada X , 

maka :
cpd X X →  dengan ( ) ( ) ( ) ( ), 2 , , ,

cp c cd x y p x y p x x p y y= − −  

merupakan metrik kompleks (yang biasa) pada X (Dhivya & Marudai, 2017). 

 

Berikut diberikan beberapa definisi dan teorema-teorema terkait ruang 

metrik parsial kompleks.    

Definisi 8 (Dhivya & Marudai, 2017) Diketahui ( ),X p  merupakan suatu ruang 

metrik parsial kompleks. Barisan  nx X  dikatakan konvergen ke x X  

apabila untuk setiap 0    terdapat N  sehingga untuk setiap n N  

berakibat ( ),
cn px B x  . 

Selanjutnya, x  disebut titik limit barisan  nx X
 
dan ditulis lim n

n
x x

→
= . 

 

Teorema 2 (Dhivya & Marudai, 2017) Diketahui ( ),X p  merupakan suatu ruang 

metrik parsial kompleks. Barisan  nx X   konvergen ke x X jika dan hanya 

jika ( ) ( )lim , ,c n c
n

p x x p x x
→

= . 

 

Definisi 9 (Dhivya & Marudai, 2017) Diketahui ( ),X p  merupakan suatu ruang 

metrik parsial kompleks. Barisan  nx X  disebut barisan Cauchy apabila 

terdapat a +  sehingga untuk setiap 0   terdapat N  sehingga untuk 

setiap ,n m N  berakibat ( ),c n mp x x a − 
 

 

Definisi 10 (Dhivya & Marudai, 2017) Suatu ruang metrik parsial kompleks 

( ),X p  dikatakan lengkap jika dan hanya jika untuk setiap barisan Cauchy 

 nx X konvergen ke x X yaitu ( ) ( )
,
lim , ,c n m c

n m
p x x p x x

→
=

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN  

 Hasil utama dalam artikel ini merujuk pada hasil yang didapatkan oleh 

Shatanawi. Dalam papernya, Shatanawi menunjukkan eksistensi dan ketunggalan 

titik tetap persekutuan dari dua buah pemetaan yang merupakan perluasan dari 

pemetaan C-kontraktif. (Shatanawi, 2011). Berikut dijelaskan terkait hubungan 

antara barisan Cauchy di ( ), cX p dengan  barisan Cauchy di ( ),
cpX d . 

 

Teorema 3 Diketahui ( ), cX p  merupakan suatu ruang metrik parsial kompleks. 

Barisan  nx X  merupakan barisan Cauchy di ( ), cX p jika dan hanya jika  
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 nx X  barisan Cauchy di ( ),
cpX d . 

Bukti: )  Misalkan  nx adalah suatu barisan Cauchy ( ), cX p . Berarti terdapat 

a +  sehingga untuk setiap 0   terdapat N  sehingga untuk ,n m N  

berlaku ( ),
4

c n mp x x a


−  . Akibatnya, untuk setiap ,m n N  berakibat 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 2 , , ,

2 , , ,

2
4 4 4

cp n m c n m c n n c m m

c n m c n n c m m

d x x p x x p x x p x x

p x x a p x x a p x x a

  



= − −

− + − + −

+ +

=

 

Hal ini menunjukkan barisan  nx merupakan barisan Cauchy di ( ),
cpX d . 

) Ambil sebarang barisan Cauchy  nx  di ( ),
cpX d . Berdasarkan Teorema 1, 

maka ( ), 0
cp n md x x →  untuk n → .  

Diperoleh untuk n →  

( ) ( ) ( )2 , , , 0c n m c n m c m mp x x p x x p x x− − →  

Karena ( ) ( ), , ,c n n c m mp x x p x x + , maka

( ) ( ) ( )( )2 , , , 0c n m c n m c m mp x x p x x p x x− + →  

Hal ini menunjukkan barisan  nx  adalah barisan Cauchy di ( ), cX p .  ■ 

 

Akibat 4 Ruang metrik parsial kompleks ( ), cX p bersifat lengkap jika dan hanya 

jika ruang metrik kompleks ( ),
cpX d  lengkap. Selanjutnya berlaku, 

( )lim , 0n
n

d x x
→

=  jika dan hanya jika ( ) ( ) ( )
,

, lim , lim ,c n c n m
n n m

p x x p x x p x x
→ →

= =  

 

Definisi 11 (Abbas et al., 2015) Fungsi kontrol : + +→  didefinisikan sebagai 

fungsi tidak turun (nondecreasing) yang memenuhi ( ) 0w =  jika dan hanya jika 

0w =  . 

 

Definisi 12 Titik a X disebut titik tetap persekutuan dari pemetaan 

, :f g X X→  apabila berlaku ( ) ( )f a a g a= = untuk suatu a X . 

 

Teorema berikut menunjukkan eksistensi dan ketunggalan titik tetap 

persekutuan dari dua buah fungsi yang memenuhi kondisi perluasan pemetaan C-

kontraktif. 

 

Teorema 5 Misalkan ( ), cX p  merupakan suatu ruang metrik parsial kompleks 

lengkap, pemetaan  , :f g X X→ dan fungsi : + + + → kontinu yang 
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memenuhi ( ), 0z w = jika dan  hanya 0z w= = . Jika untuk setiap ,x y X  

berlaku  
 ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

1
2

, , ,

, , ,

c c c

c

p f x g y p x g y p y f x

p x g y d y f x

 



+ −
 (3) 

dengan : + +→  adalah fungsi kontrol, maka ,f g  mempunyai titik tetap 

persekutuan yang tunggal, yaitu terdapat u X sehingga ( ) ( )f u u g u= = . 

Bukti: 

Ambil sebarang 0x X  dan didefinisikan barisan  nx X  dengan  

( ) ( )

( ) ( )

0 1 1 2

2 3 3 4

dan 

dan 

f x x g x x

f x x g x x

= =

= =  

sehingga diperoleh barisan ( )2 1 2n nx f x+ = dan ( )2 2 2 1n nx g x+ += . Ditunjukkan 

bahwa ( ) ( )1 1, ,c n n c n np x x p x x+ − . Perhatikan bahwa  

( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

2 1 2 2 2 2 1

1
2 2 1 2 1 22

2 2 1 2 1 2

1
2 2 2 2 1 2 12

2 2 2 2 1 2 1

1
2 2 2 2 1 2 12

, ,

, ,

, , ,

, ,

, , ,

, ,

c n n c n n

c n n c n n

c n n c n n

c n n c n n

c n n c n n

c n n c n n

p x x p f x g x

p x g x p x f x

p x g x p x f x

p x x p x x

p x x p x x

p x x p x x

 











+ + +

+ +

+ +

+ + +

+ + +

+ + +

=

+ −

= + −

+

 

 Kerana   adalah fungsi nondecreasing, maka 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1
2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 12

1
2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 12

, , ,

, , , ,

c n n c n n c n n

c n n c n n c n n c n n

p x x p x x p x x

p x x p x x p x x p x x

+ + + + +

+ + + + + + +

+

+ − +

Diperoleh 
 ( ) ( )2 1 2 2 2 2 1, ,c n n c n np x x p x x+ + +  (4) 

Menggunakan cara yang sama, maka 
 ( ) ( )2 2 2 3 2 1 2 2, ,c n n c n np x x p x x+ + + +  (5) 

Akibatnya, berdasarkan (4) dan (5), berlaku 
 ( ) ( )1 1, ,c n n c n np x x p x x+ −  (6) 

untuk setiap n  

Jadi barisan ( ) 1,c n np x x +  adalah barisan bilangan kompleks dengan 

( )( )1Re ,c n np x x +  membentuk suatu barisan yang tidak naik dan ( )( )1Im ,c n np x x +

juga membentuk barisan yang tidak naik. Oleh karena itu, terdapat z x iy= +   

dengan barisan ( )( ) 1Re ,c n np x x +
konvergen ke x  dan barisan ( )( )1Im ,c n np x x +  
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konvergen ke y . Jadi ( )1lim ,c n n
n

p x x z+
→

= . 

Perhatikan bahwa 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1
2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 12

1
2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 12

1
2 2 1 2 1 2 22

, , ,

, , , ,

, ,

c n n c n n c n n

c n n c n n c n n c n n

c n n c n n

p x x p x x p x x

p x x p x x p x x p x x

p x x p x x

+ + + + +

+ + + + + + +

+ + +

+

+ − +

+

Untuk n → , diperoleh 
 ( ) ( )( ) ( )1 1

2 2 2 2 1 2 12 2
lim , ,c n n c n n
n

z p x x p x x z z+ + +
→

+ +  (7) 

Akibatnya,  
 ( ) ( )( )2 2 2 2 1 2 1lim , , 2c n n c n n

n
p x x p x x z+ + +

→
+ =  (8) 

Selanjtunya, berdasarkan persamaan (8) dan kekontinuan   dan  , maka  

( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

1
2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 12

2 2 2 2 1 2 1

lim , lim , ,

lim , , lim ,

c n n c n n c n n
n n

c n n c n n
n n

p x x p x x p x x

p x x p x x

 



+ + + + +
→ →

+ + +
→ →

+ −

 

atau 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
2 2 2 2 1 2 12

2 lim , , lim ,c n n c n n
n n

z z p x x p x x   + + +
→ →

−  

Akibatnya, ( ) ( )( )2 2 2 2 1 2 1lim , , lim , 0c n n c n n
n n

p x x p x x + + +
→ →

= . Berarti  

 ( )2 1 2 1lim ,c n n
n

p x x z+ +
→

=  dan ( )2 2 2lim ,c n n
n

p x x z+
→

=  (9) 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa barisan  nx X  adalah barisan Cauchy. Cukup 

ditunjukkan bahwa  2nx X  adalah barisan Cauchy di ruang metrik kompleks 

( ),
cpX d . Diandaikan  2nx X  bukan meruapakn suatu barisan Cauchy, berarti 

terdapat  + dengan 0 sehingga untuk setiap k  terdapat ,m n k  

sehingga berlaku 
 ( )2 2,

cp n md x x   (10) 

Berarti terdapat subbarisan      2 2 2,
k kn m nx x x dengan k kn m k   sehingga 

 ( )2 2,
c k kp n md x x   (11) 

Selnjutnya, dipilih bilangan asli terkecil kn  dengan k kn m dan memenuhi (11) 

sehingga diperoleh 
 ( )2 2 2,

c k kp n md x x −
 (12) 

Perhatikan bahwa 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 1 2 1 2

,

, , ,

, ,

c k k

c k k c k k c k k

c k k c k k

p m n

p m n p n n p n n

p n n p n n

d x x

d x x d x x d x x

d x x d x x





− − − −

− − −

+ +

+ +

 

Karena ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2, 2 , , ,
c k k k k k k k kp n n c n n c n n c n nd x x p x x p x x p x x− − − −= − − , maka 
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untuk k → , maka diperoleh 
 ( ) ( )2 2 2 22lim , lim ,

k k c k kc m n p m n
k k

p x x d x x 
→ →

= =  (13) 

Selanjutnya, 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 2 2 2

2 2 1 2 2

,

, ,

, , ,

2 , ,

c k k

c k k c k k

c k k c k k c k k

c k k c k k

p m n

p m m p m n

p m m p m m p m n

p m m p m n

d x x

d x x d x x

d x x d x x d x x

d x x d x x



− −

− −

−

+

+ +

+

 

Karena ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2, 2 , , ,
c k k k k k k k kp m m c m m c m m c m md x x p x x p x x p x x− − − −= − −  , 

maka untuk k → diperoleh ( )2 1 2lim ,
c k kp m n

k
d x x −

→
. Di lain pihak  

( ) ( )2 1 2 2 2, ,
c k k c k kp m n p m nd x x d x x−

 sehingga untuk k → diperoleh 

( )2 1 2lim ,
c k kp m n

k
d x x −

→
 

Jadi  
 ( ) ( )2 1 2 2 1 22lim , lim ,

k k c k kc m n p m n
k k

p x x d x x − −
→ →

= =  (14) 

Perhatikan bahwa  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 1 2

, , ,

, 2 ,

c k k c k k c k k

c k k c k k

p m n p m n p n n

p m n p n n

d x x d x x d x x

d x x d x x

+ +

+

+

+
 

Untuk k → , maka 
 ( ) ( )2 2 1 2 2 12lim , lim ,

k k c k kc m n p m n
k k

p x x d x x + +
→ →

= =  (15) 

Perhatikan bahwa  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

, , ,

, 2 ,

c k k c k k c k k

c k k c k k

p m n p m n p n n

p m n p n n

d x x d x x d x x

d x x d x x

− − + +

− +

+

+
 

Untuk k → , maka 
 ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 12lim , lim ,

k k c k kc m n p m n
k k

p x x d x x − + − +
→ →

= =  (16) 

Oleh karena itu, berdasarkan (3), maka 

( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

2 1 2 2 2 1

1
2 2 1 2 1 22

2 2 1 2 1 2

1
2 2 2 1 2 12

2 2 2 1 2 1

, ,

, ,

, , ,

, ,

, , ,

k k c k k

c k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

c n m p n m

p n m c m n

c n m c m n

c n m c m n

c n m c m n

p x x d f x g x

d x g x p x f x

p x g x p x f x

p x x p x x

p x x p x x

 









+ −

− −

− −

− +

− +

=

+ −

+ −

 

Untuk k → , menggunakan (13) – (16) dan kekontinuan fungsi   dan  , maka 
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 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
,     −  (17) 

Oleh karena itu, ( )2 2
, 0  = . Akibatnya, 0 = . Kontradiksi dengan 0  . Berarti 

barisan  2nx merupakan barisan Cauchy di ( ),
cpX d . Jadi barisan  nx X juga 

merupakan barisan Cauchy di ( ), cX p . Karena X lengkap, maka terdapat x X  

sehingga 

( )lim , 0
cp n

n
d x x

→
=  jika dan hanya jika 

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

1
, lim , lim , lim , 0

2 cc n c n m p n m
n n m n m

p x x p x x p x x d x x
→ → →

= = = =  

Perhatikan bahwa  

( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

2 1 2

1
2 2 1 2 2 12

, ,

, , , , ,

c n c n

c n c n c n c n

p x g x p f x g x

p x g x p x x p x g x p x x

 

 

+

+ +

=

+ −

Untuk n → , diperoleh 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

1
2

1
2

, , , , , ,

, ,

c c c c c

c c

p x g x p x g x p x x p x g x p x x

p x g x p x x

  



+ −

+
 

Karena   fungsi tidak turun, maka ( )( ) ( ), ,c cp x g x p x x  

Karena ( ) ( )( ), ,c cp x x p x g x , maka  ( ) ( )( ), ,c cp x x p x g x=  

Dilain pihak,
 

( ) ( )( ) ( )( ), ,c cp g x g x p x g x . Karena ( ), 0cp x x = , maka 

( ) ( )( ), 0cp g x g x = . Akibatnya, ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,c c cp g x g x p x x p x g x= = . Jadi 

( )g x x= . Dengan cara yang sama, diperoleh ( )f x x= . Jadi ( ) ( )f x x g x= = , 

yaitu terdapat x X yang merupakan titik tetap persekutuan dari f  dan g . 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa titik tetap persekutuan dari f  dan g  adalah 

tunggal. Andaikan ,x y X  dengan x y  adalah titik tetap peresekutuan dari f  

dan g . Perhatikan bahwa  

( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

1
2

1
2

, ,

, , , , ,

, , , , ,

c c

c c c c

c c c c

p x y p f x g y

p x g y p y f x p x g y p y f x

p x y p x y p x y p x y

 

 

 

=

+ −

+ −

 

Diperoleh ( ) ( )( ), , , 0c cp x y p x y =  atau ( ), 0cp x y = . Dengan cara yang sama, 

maka diperoleh ( ), 0cp x x =  dan ( ), 0cp y y = . Akibatnya, x y=  , kontradiksi 

dengan x y . Jadi titik tetap peresekutuan dari f  dan g adalah tunggal.  ■ 

 

 Berdasarkan Teorema 5 diperoleh beberapa akibat yang merupakan 

teorema titik tetap pemetaan C-kontraktif di ruang metrik parsial kompleks.  

Akibat 6 Diberikan ( ), cX p  ruang metrik parsial kompleks lengkap, fungsi 

:f X X→ dan fungsi : + + + →  kontinu yang memenuhi ( ), 0z w =  jika 
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dan  hanya jika 0z w= = . Jika untuk setiap ,x y X  berlaku  

 ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

1
2

, , ,

, , ,

c c c

c

p f x f y p x f y p y f x

p x f y d y f x

 



+ −
 (18) 

dengan : + +→  adalah fungsi kontrol, terdapat u X sehingga ( )f u u= . 

Bukti: 

Menggunakan Teorema 5 dengan memilih fungsi f g= , maka f  mempunyai 

titik tetap yang tunggal, yaitu terdapat u X sehingga ( )f u u= . 

 

Akibat 7 Diketahui ( ), cX p  merupakan suatu ruang metrik parsial kompleks 

lengkap, fungsi , :f g X X→ dan fungsi : + + + →  kontinu yang 

memenuhi ( ), 0z w =  jika dan hanya jika 0z w= = . Jika untuk setiap ,x y X  

berlaku  
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

1
, , ,

2

, , ,

c c c

c

p f x g y p x g y p y f x

p x g y d y f x

+ −
 

(19) 

maka ,f g  mempunyai titik tetap persekutuan yang tunggal, yaitu terdapat u X

sehingga ( ) ( )f u u g u= = . 

Bukti: 

Menggunakan Teorema 5 dengan memilih fungsi identitas ( ) ( )z i z = , maka f  

dan g  mempunyai titik tetap persekutuan yang tunggal, yaitu terdapat u X

sehingga ( ) ( )f u u g u= = . 

 Berikut diberikan contoh untuk fungsi yang memenuhi kondisi (3). 

 

Contoh 1 Misalakn  0,1X =  serta metrik kompleks :cp X X →  dengan 

( )  ( ), max , 1cp x y x y i= + . Pasangan ( ), cX p adalah ruang metrik parsial 

kompleks lengkap (Gunaseelan & Mishra, 2019). Misalkan untuk setiap x X , 

( ) 21

4
f x x=  dan ( ) 0g x = . Didefinisikan fungsi : + +→  dengan ( ) 2t t =  

untuk setiap t +  serta fungsi : + + + →  dengan ( ) ( )
21

,
8

t s t s = +  

untuk setiap ,t s + .  

Ambil sebarang ,x y X . Tanpa mengurangi keumuman misalkan x y . 

Perhatikan kasus berikut.  

Kasus 1, untuk 21
4

x y .  
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( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

21
4

21
4

241
16

221
8

2
21 1

8 4

2 2
2 21 1 1 1

4 4 8 4

2 21 1 1
2 4 4

2 21 1 1
2 4 4

1
2

, ,0

1

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 , 1

,0 , ,0 , ,

, , , , ,

c c

c c c c

c c c c

p f x g y p x

x i

x i

x i

x i x i

x i x i x i x i

x i x i x i x i

p x p y x p x p y x

p x g y p y f x p x g y p y f x

 



 

 

 

=

= +

= +

+

+ + +

= + + + − + + +

= + + + − + +

= + −

= + −

 Kasus 2, untuk 21
4

x y .  

( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( )

( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

21
4

21
4

241
16

221
8

2
21

8

2 2
2 21 1

4 8

2 21 1 1
2 4 4

2 21 1 1
2 4 4

1
2

, ,0

1

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 , 1

,0 , ,0 , ,

, , , , ,

c c

c c c c

c c c c

p f x g y p x

x i

x i

x i

x i y i

x i y i x i y i

x i x i x i x i

p x p y x p x p y x

p x g y p y f x p x g y p y f x

 



 

 

 

=

= +

= +

+

+ + +

= + + + − + + +

= + + + − + +

= + −

= + −

Karena ,f g  memenuhi kondisi pada Teorema 5, maka f  dan g  mempunyai 

titik tetap persekutuan yang tunggal yaitu 0x =  

 

KESIMPULAN 

Ruang metrik kompleks diperumum menjadi ruang metrik parsial kompleks. 

Menggunakan sifat kekonvergenan barisan dan sifat lengkap di ruang metrik 

parsial kompleks dapat ditunjukkan bahwa fungsi-fungsi yang memenuhi 

permuman pemetaan C-kontraktif memiliki titik tetap persekutuan yang tunggal. 

Hasil utama  yang diperoleh menghasilkan beberapa akibat yang menunjukkan 

eksistensi titik tetap pemetaan tipe C-kontraktif di ruang metric parsial komplkes. 
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