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Abstrak

Integral Henstock-Kurzweil dapat dikatakan sebagai perumuman dari
integral Riemann. Integral ini dikonstruksi berdasarkan partisi 8-fine
yang didefinisikan dengan memodifikasi konstanta & pada integral
Riemann menjadi fungsi positif §. Pada artikel ini, ditunjukkan sifat-
sifat yang dipenuhi oleh fungsi-fungsi terintegralkan Henstock-
Kurzweil khususnya di ruang berdimensi-n dengan menggunakan norm
maksimum. Kemudian ditunjukkan pula bahwa setiap fungsi kontinu
pada himpunan tertutup dan terbatas mengakibatkan fungsi tersebut
terintegralkan Henstock-Kurzweil. Terakhir, ditunjukkan fakta bahwa
hasil kali fungsi kontinu dan fungsi terintegralkan Henstock-Kurzweil
tidak selalu merupakan fungsi yang terintegralkan Henstock-Kurzweil
di ruang berdimensi-n.

Kata kunci: Henstock-Kurzweil, integral, ruang berdimensi-n.

Abstract

The Henstock-Kurzweil integral can be said to be a generalization
of the Riemann integral. This integral was constructed based on the
o-fine partition defined by modifying the constant § in the Riemann
integration to be a positive function. In this article, we showed
some properties that satisfied by the Henstock-Kurzweil
integrable functions, especially, in n-dimensional spaces using the
maximum norm. Then it is also discussed that every continuous
function on a closed and bounded set causes the function to be
integrated by Henstock-Kurzweil. Finally, it was showed that the
product of the continuous function with the Henstock-Kurzweil
integrable function is not always a Henstock-Kurzweil integrable
function in the n-dimensional space.

Keywords: Henstock-Kurzweil, integral, n-dimensional space.

PENDAHULUAN

Teori integral muncul sekitar abad ke-19 yang diperkenalkan oleh Cauchy dan
Riemann. Kemudian, Riemann mengkaji lebih mendalam tentang integral dan
menemukan konsep yang sekarang dikenal sebagai integral Riemann. Konsep
integral Riemann dimanfaatkan pada beberapa bidang keilmuan seperti
matematika, fisika dan teknik. Perkembangan jenis-jenis fungsi pada area tersebut
memberikan dampak adanya fungsi yang tidak terintegralkan Riemann pada [«, ]
seperti fungsi Dirichlet pada [0,1]. Selanjutnya, Henri Lebesgue mengatasi hal
tersebut dengan membangun integral berdasarkan ukuran sehingga fungsi Dirichlet
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menjadi terintegralkan pada [0,1] dengan konsep integral yang dibangun Lebesgue.
Kemudian integral ini dikenal sebagai integral Lebesgue.

Pada perkembangannya, dengan mempelajari sifat-sifat integral Lebesgue,
masih ditemukan adanya fungsi kontinu F pada [0,1] yang tak terintegralkan
Lebesgue meskipun F' berhingga pada [0,1]. Untuk mengatasi hal tersebut, Denjoy
dan Perron mendefinisikan integral yang lebih umum dari integral Lebesgue dan
integral Riemann. Pada tahun 1957, Kurzweil memberikan definisi integral yang
ternyata ekuivalen dengan integral Denjoy dan integral Perron. Disisi lain, pada
tahun 1968, Henstock juga menyampaikan definisi yang ekuivalen dengan
Kurzweil. Selanjutnya, integral ini dikenal sebagai integral Henstock Kurzweil
(Yeong, 2011).

Penelitian mengenai integral Henstock-Kurzweil telah dilakukan oleh
beberapa peneliti diantaranya mengkaji tentang integral improper dari Riemann dan
hubungannya dengan integral Henstock di R™ (Muldowney & Skvortsov, 2005),
linearitas integral Henstock-Pettis pada Ruang Euclid R™ (Rahman, 2010),
karakterisasi integral Henstock-Kurzweil di ruang Euclid (Yeong, 2011), integral
Henstock-Kurzweil pada [a,b] (Afiyah, 2011), Teorema Kekonvergenan Seragam
Integral Henstock-Kurzweil Fungsi Bernilai C[a, b] (Ubaidillah et al., 2014),
integral Henstock-Bochner dan integral Henstock-Dunford pada interval tertutup
dan terbatas (Solikhin et al., 2017), dan beberapa sifat integral Henstock-Sekuensial
(Malahayati, 2017). Pada artikel ini, dibahas mengenai sifat-sifat yang dipenuhi
oleh fungsi-fungsi terintegralkan Henstock-Kurzweil pada R™ dan beberapa sifat
yang gagal dipenuhi oleh integral Henstock-Kurzweil di ruang berdimensi-n.

Selanjutnya, misalkan x € R™, maka anggota dari R™ dinyatakan sebagai
X=(X,..,X,). Kemudian interval pada R™ direpresentasikan dalam bentuk

n
[, f]= H[ai ,f]. Selanjutnya, didefinisikan norm maksimum ||-||,, sebagai

i=1
x|l = maks {|x;| : i = 1,2,...,n} untuk x € R™. Misalkan diberikan 7 > 0,
maka bola buka di R™ didefinisikan sebagai B(x,7) = {y € R": |[x — z||, < T}
dengan x — y = (x; — y1, X3 — Vo, ..., Xn — Ypn) Untuk sebarang y € R™.

Dengan menggunakan norm maksimum, akan dibahas mengenai integral

Henstock-Kurzweil pada R™. Namun, perlu diketahui beberapa istilah yang
digunakan pada integral Henstock-Kurzweil seperti disebutkan pada Definisi 1.

Definisi 1. (Yeong, 2011)
(i) Pasangan titik-interval (t,1) memuat titik t € R™ dan interval | di R™.

(ii) Partisi dari [«, 5] adalah koleksi berhingga {(t;,[u;, 4 ]),.... (tp,[u,, v, 1)} dari
pasangan titik-interval dengan {([u;,v],...,[u,,v,]} bagian dari [a, 8] dan
t, e[u., v ] untuk k=1,2,...,p.

(iii) Misalkan P ={([u;,v],....[up, Vv, ]} partisi pada [«, 8] dan fungsi positif &
yang didefinisikan pada {t;,...,t,}, maka partisi P dikatakan o - fine jika
[u, v le B(t,,o(t)) t €[ug,v ] untuk k=12,...,p.

Integral Henstock-Kurzweil dapat dikatakan sebagai perumuman dari integral
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Riemann. Integral ini dibangun berdasarkan partisi § — fine yang didefinisikan
dari integral Riemann dengan memodifikasi konstanta 6 > 0 menjadi fungsi §
bernilai positif. Eksistensi dari § — fine dijamin oleh Lemma 1.

Lemma 1 [Lemma Cousin](Yeong, 2011) Misalkan § > 0 merupakan suatu fungsi
pada [a, f] maka terdapat sebuah partisi § — fine dari [a, £].

Dari eksistensi partisi § — fine pada setiap interval [«, 8], didefinisikan
integral Henstock-Kurzweil pada R™ sebagai berikut.

Definisi 2 (Yeong, 2011) Misalkan x([u,,V,]) =V, —u, menyatakan ukuran dari
suatu interval [u,,v,] untuk k=12,..,p dant, e[u,,v] dan f : [a, B] = R

Fungsi f dikatakan terintegralkan Henstock-Kurzweil pada I = [a, #] jika terdapat
A € R yang memenuhi sifat berikut: jika diberikan & >0 maka ada fungsi 6 > 0
pada I sehingga untuk setiap P partisi § — fine dari I berlaku |S(f,P) — A| < ¢
dengan

S, P) = Zheer f (g, viD. 1)

Koleksi dari semua fungsi terintegralkan Henstock-Kurzweil pada [a, 8]
dinotasikan sebagai HK [«, ].

HASIL DAN PEMBAHASAN

Beberapa sifat dari integral Henstock-Kurzweil yaitu sifat linearitas dan
kemonotonan serta sifat-sifat lain yang berlaku dari fungsi-fungsi terintegralkan
Henstock-Kurzweil pada [, 8] ditunjukkan dalam teorema-teorema berikut.

Teorema 1. Jika f3, f, € HK|[a, f] maka f; + f, € HK[a, B] dan

(HK) f[a,ﬁ](fl + fZ) = (HK) f[a‘[g]fl + (HK) f[a,ﬁ]fZ' (2)
Bukti. Ambil sebarang ¢ >0dan f;, f, € HK[«, ] maka terdapat fungsi positif §;
dan &, pada [«, B] sehingga untuk setiap P, partisi o, — fine dari [, B] berlaku

|sCh PO = HIO [ fi] < 272 3)
dan untuk P, partisi o, — fine dari [a, 8] berlaku
|5CF2 P = (HE) [ 1 o] < 212 (4)

Selanjutnya, pilih 6(x) = min{§;(x),5,(x)} dan partisi P 2 P, UP,, maka
berdasarkan (3) dan (4) diperoleh

S(fi+f2P) — {(HK) f[a,g]ﬁ + (HK) f[a,ﬁ]f2}|
= (A, P) + S P) = {(HE) [, oo o + (HED [ o]
< |SCP) = (HEK) [y gy fi| + S P = (HED [ 5 o]

SUa P) = (HEK) [y o | + | P = (HIO [, 1 o]
<T+==s (5)
Jadi, berdasarkan definisi integral Henstock-Kurzweil, f; + f, € HK[a, f] dan

<
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(HK) f[a’ﬂ](fl +f2) = (HK) f[a'ﬁ]fl + (HK) f[a"g]fZ- u

Teorema 2. Jika f € HK[a,f] dan y € R maka yf € HK[a,B] dan

(HEK) Jio gy ¥f =7 {(HK) [ 51 f
Bukti. Ambil sebarang € > 0 dan f € HK|[a,f] maka ada fungsi &;:[a, 8] =
(0, o) sehingga untuk sebarang P; partisi & — fine dari [a, 8],

|G P = CHED fi 0 | < /11 4 1) ©)
Pilih 6 (x) = §;(x) dan misalkan P partisi § — fine dari [a, f], maka
SGf,P) =y {WHIO [ o f| = PSP = v{WHK) | f|
= WI[SGP) = HE) [y fl < W1/ s y <& @

Jadi, yf € HK[a, B] dan (HK) f[a,ﬁ] vf =y (HK) f[a,ﬁ]f'.

Teorema 3. Jika f;, f> € HK[a, B] dengan f;(x) < f,(x) untuk semua x € [a, 8]

maka (HK) f[a' 8] fi1 < (HK) f[a’ 8] f.
Bukti. Ambil sebarang € > 0 dan f3, f, € HK[a, f] maka ada fungsi positif §; dan
&, pada [a, B] sehingga

NGRARICT WA RS (8)
dan

|5 P) = IO [, 5 12| <& (©)
untuk setiap P, partisi §; — fine dan P, partisi §, — fine dari [a, B]. Selanjutnya,
pilih 6(x) = min{5;(x), 5,(x)} dan P merupakan penghalusan partisi § — fine
dari [, B], maka berdasarkan (8) dan (9) diperoleh

{HO [ g A} =2 <SP <SEP) < {WHIO [ 5 o} +& (10)
Karena berlaku untuk sebarang € maka (HK) f[a,m f1 < (HK) f[a,ﬂ] f. m

Hubungan keterintegralan Henstock-Kurzweil antara suatu fungsi dan
fungsi absolutnya ditunjukkan dalam dua teorema berikut.

Teorema 4. Jika f, |f| € HK[a, B] maka |(HK) f[aﬁ]f| < (HK) f[a,ﬁ]lfl.
Bukti. Ambil sebarang ¢ > 0dan f, |f| € HK[a, f] maka ada fungsi positif §; dan
&, pada [a, B] sehingga
|SCF. P — (HE) f, 0 f| < €72 (12)
dan
[SCF1L P — (HED [, 5 If1] < /2 (12)
untuk setiap P; partisi §; — fine dan P, partisi 6, — fine dari [a, ]. Selanjutnya,

pilih §(x) = min{&; (x), 6,(x)} dan P; partisi § — fine dari [a, B].
Karena —|f| < f < |f|, Teorema 2, Teorema 3, dan sifat nilai mutlak, diperoleh

ketaksamaan |(HK) f[aﬁ]f| < (HK) [ plf |- m
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Teorema 5. Misalkan |f| terintergralkan Henstock-Kurzweil pada [a, 8] maka f
juga terintergralkan Henstock-Kurzweil pada [«, £].

Bukti. Ambil sebarang € > 0 dan |f| € HK[a, B]. Karena |f] terintegralkan HK
maka terdapat fungsi positif § pada [a, ] sehingga untuk setiap partisi P dari § —
fine pada [«, B] berlaku

[SUfLPY = (HE) [, ) f1] <& (13)

Kemudian karena f < |f|, berdasarkan Teorema 3, diperoleh
(HK) fo 5y f < (HED [y I (14)
Karena (13) dan (14), diperoleh
|sCF.P) = (HEY [, o | < |SUFLPY - @E) [ pifl| <o (15)
Berdasarkan definisi, maka f € HK[a, f]. m

Perhatikan bahwa konvers dari Teorema 5 tidak berlaku. Ini berarti, jika
suatu fungsi terintegralkan Henstock-Kurzweil maka mutlak dari fungsi tersebut
belum tentu terintegralkan Henstock-Kurzweil seperti yang ditunjukkan pada
Contoh 1.

Contoh 1. Misalkan f:[0,1]?> —» R dengan
ak

f(&n)= ikz—ﬂ Lz pp €, 1)sin(2%* z&)sin(2% zn) (16)
k=0

maka |f|e HK([0,2%).
Bukti. Ambil sebarang k € N, maka

0 24k ] ]
(HK) [ [f[=(HK) D A g G )Sin@ Ag)sin% ) (€,1)
[k ok 2 [« 2k [k=0 +
e 24k
=D {(HK) [ = fsin(2¥ ag)sin2* an)d (&,m)
k=0 [2—k71’2—k]2 k+1
) 2
© 24k ) ok
=y — sin(2 nx)‘dx
o K+1{ Lo
17)
0 24k
Karena deret » —— divergen, maka (HK) I |f| tidak ada. Hal ini
k=0 k+1 27+t 2k

menunjukkan bahwa || & HK ([0,1]°) .m

Kemudian, keintegralan fungsi Henstock-Kurzweil juga berlaku untuk sifat

JMPM: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika Vol. 6 No. 1 Maret 2021 85



Beberapa Sifat Fungsi-Fungsi Terintegralkan Henstock-Kurzweil di Ruang Berdimensi-N

penjumlahan pada subinterval dari [, £].

Teorema 6. Jika f € HK|[a,&] dan f € HK[, B] maka f € HK[«, £] dan

(HK) f[a"g]f = (HK) f[a‘g]f + (HK) f[g,ﬁ]f- (18)
Bukti. Ambil sebarang ¢>0. Karena f € HK[«a,&] dan f € HK[¢, 8] maka
terdapat fungsi positif 5, pada [«,&] dan &, pada [¢, 8] sehingga

S(f,R)—(HK) [ f

< % (19)
[a<]

dan

S(f,P)—(HK) [ f

[¢.A]
untuk setiap P, partisi o, — fine dari [@,&] dan P, partisi o, — fine dari[¢, S].
Selanjutnya, pilih

&
< 5 (20)

min {51(X),%(§ - x)}, untuk x e[a, &)

o(x) = min{éz(x),%(x—aj)}, untuk x € (&, p] (21)
min {5, (x), 6, (x)}, untuk x = &

dan P partisi ¢ — fine dari [a, ] maka

S(f,P){(HK)I f+(HK)j f}

[a.8] [¢.5] [a.]

sS(f,Pl)Jr(HK)J. f
[@.¢]

+

(22)
Jadi, f € HK[er, 8] dan (HK) [ f=(HK) [ f+(HK) [ f(HK).m
[a.bp] [a.¢] [£.58]

Selanjutnya, diberikan syarat cukup dan perlu suatu fungsi terintegralkan
Henstock-Kurzweil pada [, B] pada Lemma 2.

Lemma 2 (Kriteria Cauchy) (Yeong, 2011). Fungsi f:[a, 8] = R termuat di
HK|[a, ] jika dan hanya jika untuk setiap ¢ >0 ada fungsi 6:[a, ] = (0, o)
sehingga untuk setiap P dan Q npartisi-partisi o— fine dari [a, ] berlaku

IS(f,P) —S(f,Q)| < e.

Lemma 2 digunakan untuk membuktikan salah satu karakterisasi fungsi

JMPM: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika Vol. 6 No. 1 Maret 2021 86

=S(f,Pl)+S(f,P2){(HK)j f+(HK) [ f

[¢./]

S(f,R)+(HK) [ f

[¢.A]

|




Beberapa Sifat Fungsi-Fungsi Terintegralkan Henstock-Kurzweil di Ruang Berdimensi-N

terintegralkan Henstock-Kurzweil yaitu fungsi-fungsi kontinu pada integral
tertutup dan terbatas menyebabkan fungsi tersebut terintegralkan Henstock-
Kurzweil pada interval tersebut, seperti yang ditunjukkan pada Teorema 7.

Teorema 7 (Yeong, 2011). Misalkan f € C[a, B] maka f € HK[«, B]
Bukti. Ambil sebarang ¢ >0. Karena f kontinu untuk setiap x € [a, ] maka
dapat dipilih 6(x) >0 sehingga

f(x)— f £ (23)
| ) (Y)| ) ZHinzl(ﬁi - ;)

dengany € [a, B] N (x — 6(x),x + 6 (x)).

Perhatikan bahwa fungsi yang memetakan x kedalam & (x) pada [«, f] merupakan
sebuah fungsi positif sehingga berdasarkan Lemma Causin, dapat dipilih § — fine
dari [a, f]. Misalkan P; dan P, merupakan dua partisi dari ¢ — fine pada [«, 8],
dengan P ={(t;,1;),..(t,, 1,)} dan B, ={(w, Jy),.... (Wy, Iq)}- Jika I N ] tidak
kosong untuk suatu r ={1,2,...,p} dan k = {1,2,...,q}, pilih z,., € I, N ;. Jika
I, NJ, =@ untuk suatu r ={1,2,...,p} dan k = {1,2, ..., q}, pilih z,., = a. Maka
dari ketaksamaan (23), diperoleh

P q
ISCF,R)=S(F, P =X Ft; ) (1) -2 F (W)t (Ii)
j:1 k=1

Mo
Mo
™M=

SODNIOVATRENE ) WITIPH (LN

j=1k=1 k=1 j=1
P q P q
SZZWW%W“J)ZZWMWNW”U
j=1k=1 j=1k=1
qg p P q
HE X W) (1,03 ) =D F @z (15 0 3y )
k=1 j=1 j=1k=1

<&
(24)
Jadi, berdasarkan Lemma 2, fungsi f € HK[a, f]. m

Selanjutnya, berdasarkan Teorema 7, sebarang fungsi kontinu pada [«, 8]
terintegralkan Henstok-kurzweil. Tetapi, jika salah satu fungsi merupakan fungsi di

HK|[a,] maka perkalian kedua fungsi tersebut belum tentu terintegralkan
Henstock-Kurzweil.

Lemma 3. Jika f € HK[a,B], F merupakan integral Henstock-Kurzweil tak
terhingga dari f dan 7, ([a, B]) koleksi semua subinterval dari [a, 8], maka untuk

setiap ¢ > 0 terdapat > 0 sehingga
IF(N-F@)|<e (25)
untuk setiap 1,J €7, ([a, B]) dengan w, (IA]) = p, () + u,(J) —u{I n)) <n.

Lemma 3 digunakan untuk membuktikan contoh berikut mengenai perkalian dua
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fungsi yang belum tentu terintegralkan Henstock-Kurzweil.

Contoh 2. Misalkan f, g: [0,1]? —» R dengan
o ndk

f(&n)= Zkz—ﬂ gt 5oy (€ )SIN(% 7E)sin(2 ) (26)
k=0
dan
9(&.m) = iz%sing(?kfré)sin"’(?km) (27)
k=0

maka f-g e HK([0,1]).
Bukti. Andaikan f -g e HK([0,1]*) maka untuk setiap n € N berlaku

(HK) [ fg—(HK) [ fg:zil (HK) [ fg—(HK) [ fg
k=n 1P

S bl [

201 92k | 2
=y = J sin® (2% zx)dx (28)
kon K10 ,0%0
9
>—,
128
Hal ini kontradiksi dengan Lemma 2, yaitu
lim { (HK) j fg — (HK) j fg b =0. (29)
n—oo 2 2

]

Jadi, haruslah f -g & HK([0,1]%).

3]

KESIMPULAN

Integral Henstock-Kurzweil dapat dikatakan sebagai perumuman dari integral
Riemann. Integral ini dibangun berdasarkan partisi & — fine yang didefinisikan dengan
memodifikasi konstanta § > 0 pada integral Riemann menjadi fungsi § positif dan
Lemma Causin menjamin eksistensi partisi § — fine. Kemudian, dari definisi integral
Henstock-Kurzweil di ruang berdimensi-n, telah dibuktikan bahwa sifat kelinearan dan
kemonotonan berlaku pada integral Henstock-Kurzweil, serta hubungan antara fungsi
kontinu pada [a, B] dengan fungsi terintegralkan Henstock-Kurzweil, yaitu jika f €
C[a, B] maka f € HK][ea, B]. Kemudian, fakta lain yang telah ditunjukkan adalah bahwa
walaupun f € HK|[a, f] namun mutlak dari fungsi tersebut dan perkalian antara fungsi
di HK[a, f] dan C[a, f] belum tentu terintegralkan Henstock-Kurzweil pada ruang
berdimensi-n.
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