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Abstrak 
Fluida merupakan salah satu topik penelitian di bidang matematika terapan yang 

banyak digunakan khususnya dalam proses industri. Pada industri minyak lepas 

pantai, dibutuhkan peran matematika dalam perhitungan distribusi fluida pada 

permukaan alat yang bekerja untuk dikembangkan lebih lanjut pada bidang 

teknologinya. Dalam penelitian ini, distribusi panas yang mengalir pada 

permukaan benda dipengaruhi oleh variasi nilai sumbu mayor. Nilai distribusi 

fluida disimulasikan ke dalam bentuk profil distribusi panas yang didapatkan dari 

model matematika dan diselesaikan secara numerik dengan Skema Beda Hingga. 

Semakin besar nilai sumbu mayor yang diberikan, maka distribusi panas yang 

dihasilkan semakin kecil. Hal tersebut disebabkan, distribusi panas pada 

permukaan benda dipengaruhi oleh besarnya luas penampang benda. 

Kata kunci: Distribusi panas, Skema Beda Hingga 

 

Abstract 
Fluid is one of the research topics in mathematics applied used especially in 

industrial processes. In the oil mining industry, a mathematical role is needed in 

calculating the fluid distribution on the surface of tools that work to be developed 

in the technology. In this study, the heat distribution flow on the surface of the 

object is effected by the value of the major axis. The value of the fluid distribution 

is simulated in the form of heat distribution profile which is obtained from the 

mathematical model and then solved numerically by Finite Difference Scheme. 

The greater value of the major axis given, the smaller the heat distribution 

produced. It is caused of effected by the size of the large area of the object.  

Keywords: Heat distribution, Finite Difference Schemes 
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PENDAHULUAN 

 Fluida merupakan salah satu topik menarik yang dapat digunakan sebagai 

bahan penelitian di bidang matematika terapan yang dapat dikembangkan lebih 

lanjut untuk bidang teknologinya. fluida digunakan sebagai pengangkut panas, 

seperti dalam proses pemanasan dan pendinginan pada sistem transportasi dan 

proses industri (Mohd Sohut et al., 2022). Selain itu, penelitian tentang perpindahan 

panas fluida berguna dalam berbagai aplikasi teknik, seperti sebagai pendinginan 

transpirasi, pengurangan drag, bantalan dorong, dan diffuser radial. Studi aliran 

dan perpindahan panas sangat penting karena digunakan sebagai acuan penentuan 

efektivitas bahan dasar yang digunakan berdasarkan besarnya luas permukaan 

benda yang dialiri fluida. 

 Studi kasus yang digunakan dalam penelitian ini berupa distribusi panas dari 

perpindahan aliran fluida dengan karakteristik kental dan elastis. Jenis fluida yang 

digunakan adalah fluida viskoelastik yang merupakan salah satu jenis fluida non-

Newtonian. Fluida non-Newian terdapat hampir di seluruh bidang aplikasi fluida, 

di antaranya adalah di bidanag industri dan biomedik. Hal tersebut disebabkan 

karena viskositas dari fluida non-Newtonian proporsional terhadap gaya geser 

(Haslinda Kusumaningsih et al., 2019). 

 Penelitian tentang perpindahan panas oleh fluida viskoelastik sebelumnya 

sudah dilakukan. Penelitian tersebut, dijelaskan bahwa aliran fluida non-Newtonian 

dengan jenis fluida viskoelastik mengalir melalui permukaan silinder sirkular 

(Mahat et al., 2017). Selanjutnya, dibangun model matematika dan dilakukan 

dengan penyelesaian secara numerik menggunakan Metode Keller-Box. Dari hasil 

numerik diperoleh profil perpindahan panas dengan pengaruh Nilai Prandtl (Pr). 

Selain itu, penelitian-penelitian terdahulu yang pernah dilakukan adalah penelitiah 

oleh (Afifah & Putra, 2018; El Maghfiroh et al., 2019; HUDOARMA et al., 2018; 

Imron et al., 2013; Mahat et al., 2017; Mardianto, 2018; Martanegara & Yulianti, 

2020; Purnami et al., 2018; Sarif et al., 2013; Sulistyono, 2015; Tiwow et al., 2015). 

 Dalam penelitian ini, aliran fluida viskoelastik mengalir melewati sebuah 

permukaan benda berbentuk silinder eliptik. Secara geometri, silinder eliptik 

dipengaruhi oleh panjang sumbu mayor dan sumbu minor seperti pada Gambar 1. 

Garis berwarna biru yang dinotasikan dengan 𝑎 merupakan sumbu minor, 

sedangkan garus merah yang dinotasikan dengan 𝑏 merupakan sumbu mayor.  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 1. Geometri silinder eliptik dengan 𝑏 > 𝑎 

Aliran fluida menghasilkan model matematika dari hasil penerapan 

persamaan Navier-Stokes, antara lain persamaan massa, persamaan momentum, 
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dan persamaan energi. Selanjutnya, model matematika tersebut ditransformasikan 

ke dalam bentuk similaritas dengan menerapkan teori lapisan batas, sehingga 

menghasilkan model matematika yang lebih sederhana, yaitu bentuk persamaan 

differensial biasa. Berikutnya, dilanjutkan dengan proses diskritisasi model secara 

numerik dengan Metode Beda Hingga dan dilakukan simulasi Matlab. Dari hasil 

simulasi, diperoleh profil distribusi panas yang dipengaruhi oleh nilai sumbu 

mayor. 

 

METODE PENELITIAN 

Tahap Analisis Awal 

Pada tahap ini peneliti menjelaskan tentang proses awal permasalahan dalam 

studi kasus ini. Fluida viskoelastik mengalir melewati permukaan sebuah silinder 

eliptik dengan kecepatan dan temperatur yang konstan. Fluida mengalir bersifat 

incompressible dan unsteady dengan aliran konveksi bebas yang mengakibatkan 

timbulnya gaya gesek antara fluida dengan permukaan benda dan menyebabkan 

timbulnya lapisan batas pada permukaan benda. Area pengamatan dalam penelitian 

ini adalah pada titik stagnasi terendah silinder, yaitu saat 𝑥 ≈ 0. Simulasi aliran 

pergerakan fluida dijelaskan pada Gambar 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Simulasi pergerakan aliran fluida pada permukaan silinder eliptik 

 

Tahap Implementasi Persamaan 

Pada tahap ini peneliti menjelaskan tentang penerapan persamaan Navier-

Stokes pada model matematika yang dibangun pada studi kasus ini. Tahap 

implementasi persamaan dilakukan pada tahapan berikut ini: 

1. Membangun persamaan pembangun berdimensi dari turunan persamaan 

Navier-Stokes, yaitu berupa persamaan massa, momentum, dan energi; 

2. Melakukan transformasi pada persamaan berdimensi menjadi persamaan tak 

berdimensi dengan variable yang telah ditentukan; 

3. Melakukan similaritas terhadap persamaan tak berdimensi yang telah diperoleh 

dengan menggunakan teori lapisan batas. 

Tahap Analisis Akhir 

Pada tahap ini peneliti menjelaskan tentang hasil dari simulasi numerik yang 

diselesaikan dengan menggunakan Matlab. Model matematika berupa persamaan 

tak berdimensi yang diperoleh pada tahap implementasi, didiskritkan dengan skema 

beda hingga sehingga menghasilkan grafik profil distribusi panas dari aliran fluida 

pada permukaan silinder dengan bentuk eliptik. Dengan variasi nilai sumbu mayor, 

𝑈∞ 𝑇∞ 

Titik Stagnasi 

Silinder  
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dilakukan proses analisis terhadap hasil simulasi yang didapat. Selanjutnya 

diperoleh besaran distribusi panas pada setiap titik-titik di permukaan silinder yang 

dipengaruhi oleh besanya nilai sumbu mayor dengan parameter-parameter panas 

yang telah diberikan, yaitu Bilangan Prandtl (Pr), Nilai Kental (𝐾), dan Sumber 

Panas (𝛾). 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Persamaan Pembangun 

Persamaan pembangun, yaitu berupa model matematika yang diperoleh dari 

penurunan persamaan Navier Stokes, dimana persamaan fluida  yang didapat 

merupakan proses penurunan persamaan kekekalan massa (kontinuitas), persamaan 

momentum, dan persamaan energi pada fluida dengan sifat aliran incompressible 

dan unsteady adalah sebagai berikut (Hapsoro & Srigutomo, 2018): 

Persamaan massa 

Persamaan ini dibangun dari Hukum Konservasi Massa, didefinisikan sebagai 

berikut: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌 𝑑∀= 0

𝑠𝑦𝑠

 

atau ditulis 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
= 0 

 

Persamaan Momentum 

Persamaan ini dibangun dari Hukum II Newton, didefinisikan sebagai 

berikut: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌 𝑽𝑑∀= Σ𝐹

𝑠𝑦𝑠

 

pada aliran fluida searah sumbu 𝑥 dan 𝑦 dapat ditulis sebagai berikut: 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = Σ𝐹 

𝜌 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = Σ𝐹 

 

Persamaan Energi 

Persamaan ini dibangun dari Hukum I Termodinamika, didefinisikan sebagai 

berikut: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝑒𝜌 𝑽𝑑∀=

𝑠𝑦𝑠

(𝑄̇ + 𝑊̇) 

Model Matematika Aliran Fluida 

Pada penelitian ini, model matematika dibangun dari pergerakan aliran fluida 

melewati permukaan silinder eliptik dengan karakteristik fluida yang kental dan 

elastis. Karakteristik tersebut mempengaruhi timbulnya gaya gesek antara fluida 

dengan permukaan benda, sehingga menimbulkan suatu lapisan batas (boundary 

(1) 

(2) 

(4) 

(3) 
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layer) pada permukaan silinder. Model matematika yang didapat selanjutnya 

dengan menggunakan teori lapitan batas,momentum sumbu 𝑦 bersifat konstan, 

sehingga persamaan momentum pada sumbu 𝑦, yaitu Persamaan (3), dapat 

diabaikan (Kasim et al., 2015). Dengan mengasumsikan bahwa  

𝑃𝑟 =
𝜈

𝛼
,   𝐾 =

𝑘0𝐺𝑟1/2

𝜌𝑎2
,   𝛾 =

𝑎2𝑄0

𝜈𝐶𝑝𝐺𝑟1/2
 , 

sin 𝐴 =
𝑏 sin 𝐵

𝑎(1 − 𝑒2 sin2 𝐵)2  
 

dan variabel tak berdimensi: 

 

𝑣 =
𝑎

𝜈
𝐺𝑟−

1
4

𝑣̅ ,         𝜃 =
𝑇̅ − 𝑇̅∞

𝑞𝑤  𝑎/𝑘
 

𝑥 =
𝑥̅

𝑎
,          𝑦 = 𝐺𝑟1/4 (

𝑦̅

𝑎
) ,       𝑢 =

𝑎

𝜈
𝐺𝑟−

1
2

𝑢
 

Diperoleh persamaan tak berdimensi sebagai berikut: 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 − 𝐾 (
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2) + 𝑣
𝜕3𝑢

𝜕𝑦3 −
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
) + 𝜃 sin 𝐴 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝑦
=

1

𝑃𝑟

𝜕2𝜃

𝜕𝑦2 + 𝛾𝜃 

Fungsi Arus (Stream Function) 

Berdasarkan studi kasus yang digunakan pada penelitian ini, fungsi 

kecepatan yang dinotasikan dengan 𝑢 dan 𝑣 merupakan komponen kecepatan yang 

berada pada arah sumbu 𝑥 dan 𝑦. Untuk menghubungkan dua komponen tersebut, 

digunakan fungsi arus sebagai berikut: 

𝜓 = 𝑥𝑘(𝑥, 𝑦),     𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑦) 

dengan 

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
,           𝑣 = − 

𝜕𝜓

𝜕𝑥
 

Dengan melakukan substitusi Persamaan (9) dan Persamaan (10) ke Persamaan (7) 

dan Persamaan (8), maka didapatkan persamaan pada area pengamatan, yaitu 

terletak pada titik stagnasi terdekat dengan blunt body sebagai berikut: 

𝑘′′′ −
𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑘′ + 𝜌(𝑘𝑘′′ − (𝑘′)2) + 𝜃 − 𝐾(2𝑘′𝑘′′′ − 𝑘𝑘(4) − (𝑘′′)2) = 0 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

1

𝑃𝑟
𝜃′′ + 𝑘𝜃′ + 𝛾𝜃 

dengan kondisi batas yang diberikan: 

𝑡 < 0:         𝑘 = 𝑘′ = 𝜃 = 0 untuk setiap (𝑥, 𝑦), 

𝑡 ≥ 0:    𝑘 = 𝑘′ = 0, 𝜃 = −𝑛
𝜕2𝑘

𝜕𝑦2  untuk 𝑦 = 0, 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 1, 𝜃 = 0  untuk 𝑦 → ∞ 

(7) 

(6) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(5) 
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SIMULASI 

Pada tahap ini dijelaskan proses penyelesaian secara numerik model 

matematika. Dengan kondisi batas pada Persamaan (13) dan dengan melakukan 

substitusi: 

𝑘′ = 𝑝 

𝑘 = 𝑝∆𝑦 

ke Persamaan (11) dan (12), maka didapatkan persamaan diferensial biasa sebagai 

berikut: 

𝑝′′ + 𝑝∆𝑦𝑝′ − 𝑝2 + 𝜃𝑠𝑖𝑛𝐴 − 𝐾(2𝑝𝑝′′ − 𝑝∆𝑦𝑝′′′ − (𝑝′)2) = 0 
 

1

𝑃𝑟
𝜃′′ + 𝑘∆𝑦𝜃′ + 𝛾𝜃 = 0   

 

Proses numerik diawali dengan melakukan diskritisasi model matematika 

menggunakan Skema Beda Hingga Forward Time Center Space (FTCS) sesuai 

dengan skema pada Gambar 3. 

Gambar 3 Skema Beda Hingga FTCS 

 

Selanjutnya, dilakukan proses diskritisasi dengangan menggunakan skema berikut: 

Skema untuk turunan pertama: 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
|

𝑦𝑖

=
𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖−1

2∆𝑦
+ 𝑂(Δ𝑦2) 

Skema untuk turunan kedua: 

𝜕2𝑝

𝜕𝑦2|
𝑦𝑖

=
𝑝𝑖+1 − 2𝑝𝑖 + 𝑝𝑖−1

∆𝑦2 + 𝑂(Δ𝑦2) 

Skema untuk turunan ketiga: 

𝜕3𝑝

𝜕𝑦3
|

𝑦𝑖

=
𝑝𝑖+2 − 2𝑝𝑖+1 + 2𝑝𝑖−1 − 𝑝𝑖−2

2∆𝑦3
+ 𝑂(Δ𝑦2) 

Dari hasil diskritisasi sesuai dengan skema beda hingga dan kondisi batas 

yang telah ditentukan, dilakukan proses simulasi dengan menggunakan software 

Matlab dan didapatkan profil distribusi sebagai berikut: 

(15) 

(14) 

(16) 
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Gambar 4. Profil Distribusi Temperatur Fluida 

 

Dari Gambar 4 dan Gambar 5, diketahui bahwa profil distribusi temperatur 

dan profil distribusi kecepatan pada permukaan silinder oleh fluida viskoelastik 

dengan diberikan nilai 𝑃𝑟 = 0.01, 𝐾 = 0.2, 𝛾 = 1 dan 𝑎 = 1, serta variasi nilai 𝑏 =
2; 7; 10; 25, menghasilkan kestabilan grafik berupa profil temperatur dan kecepatan 

dengan nilai maksimal temperatur 80 dan nilai maksimal kecepatan fuida 14 × 104. 

Semakin besar nilai 𝑏 yang diberikan, maka distribusi panas pada permukaan benda 

semakin kecil. Hal tersebut disebabkan karena pengaruh luas penampang benda 

yang semakin besar, sehingga mengakibatkan distribusi temperatur dan kecepatan 

yang dihasilkan semakin lambat. 

 

 
Gambar 5. Profil Distribusi Kecepatan Fluida 

. 

KESIMPULAN DAN SARAN 

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan pada hasil dan pembahasan, dapat 

disimpulkan bahwa besarnya nilai sumbu pada silinder eliptik, yaitu sumbu mayor 

(𝑏) berpengaruh pada distribusi panas pada permukaan silinder eliptik. Dari hasil 

yang diperoleh secara numerik, dihasilkan sebuah profil temperatur dengan nilai 

awal 𝑃𝑟 = 0.01, 𝐾 = 0.2, 𝛾 = 1 dan 𝑎 = 1, serta variasi nilai 𝑏 = 2; 7; 10; 25. 

Dengan variasi nilai 𝑏 tersebut, dapat disimpulkan bahwa semakin besar nilai 𝑏, 

temperatur dan kecepatan yang dihasilkan semakin kecil. Hal tersebut disebabkan 
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karena pengaruh luasnya permukaan benda, sehingga distribusi temperatur dan 

kecepatan yang dihasilkan semakin lambat 

Saran yang dapat penulis berikan untuk penelitian selanjutnya adalah 

gunakan metode numerik yang lainnya untuk mengetahui perbedaan tingkat akurasi 

antara skema beda hingga dengan skema lainnya. Selain itu, penulis juga berharap 

untuk dilakukan variasi terhadap variabel lainnya agar diperoleh hasil simpulan 

yang semakin variatif. 
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